KONU 9: KLASIK OPTiMIiZASYON
9.1. Tek Degiskenli Disbiikey Fonksiyonlar ve Ozellikleri

f(x), verilen bir S disbiikey kiimesinde tanimlive V x € S icin ikinci tiirevi alinabilir bir

fonksiyon olsun.

e VxeSicin f(x)=0 = f(x) disbiikey bir fonksiyon
(V xeS icin f'(x)>0 = f(x) kesin disbiikey bir fonksiyon)
e VxeSicin f'(x)<0 = f(x) icbiikey bir fonksiyon
(V xeS igin f"(x)<0 = f(x) kesin icblkey bir fonksiyon)
NOT 1: yzf(x) egrisi Uzerindeki A(xo,yo) noktasindan cizilen tegetin egimi o noktadaki

tlrevine esittir.

¥
L
y=f(x)
4
Yo i Ao, ¥p)
¥ P
_ W
AN :
(s X g
i(x) — qun] _

m= fanc= §im

fix)
k= Xg X—Xg 0

NOT 2: f'(xo) varsa, f(x) fonksiyonu x=x, da surekli fonksiyondur. Tersi dogru
olmayabilir. f(x) fonksiyonu x=x, da siirekli olup, tirevi olmayabilir. f(x) fonksiyonu

X =X, da surekli degilse, turevli de degildir.

NOT 3: f(x) fonksiyonun ikinci tlirevinin geometrik anlami Sekil 10.1’ de gosterilmistir.
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Sekil 9.1 ikinci tiirevin geometrik anlami



df (x)

Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonunda, degiskene gore birinci tlrev (d—),
x

f(x) fonksiyonundaki degisim oranini (fonksiyonun egimini) verirken,

d*f(x)

2
X

ikinci tarev ( ),f(x) fonksiyonunun degisim oraninin degisim oranini (fonksiyonun

egimindeki degisim oranini) verir.

Bir f(x) fonksiyonunun disbiikey ya da i¢bikey olup olmadiginin belirlenmesinde, déncelikli

olarak fonksiyonun birinci tlirevinin sifira esit oldugu noktadaki u¢ degeri belirlemek
gereklidir. Daha sonra, bu ug degerin fonksiyon icin bir maksimum nokta ya da bir minimum
nokta olup olmadiginin belirlenmesi gerekir. Bu amacgla tanimlanan gerekli ve vyeterli

kosullara gore ug noktanin tirine karar verilir.

Gerekli Kosullar:
df (x)

d—:O olacak bicimde X uc degeri bulunur.
x

Yeterli Kosullar:
f(x')
dx?
f(x')
dx?
f(x')
dx?

>0 ise, fonksiyonun degeri, X u¢ degerinde bir minimumdaur.

<0 ise, fonksiyonun degeri, X u¢ degerinde bir maksimumdur.

=0 ise, X n bir u¢ nokta degeri olmasi igin yliksek mertebeden tlrevler gz 6niine

alinmak zorundadir. Bu durumda asagidaki teoreme gore karar verilir.

Teorem: Bir f(x) fonksiyonu verilsin. f(x), sabit bir x noktasinda, f("_l)(x*)=0 ve

f(")(x*);to oluyorsa, f(x) fonksiyonu x da
i. n tek sayiise, bir bikiim (dénim, déniistiim) noktasina sahiptir.
ii. n cift sayi ise, f(")(x*)>0 ise, minimum degere, f(")(x*)<0 ise, maksimum degere

sahiptir.



NOT 4: Bir fonksiyonun artis hizinin degistigi (ikinci tlrevinin isaretinin degistigi) noktaya

doniim noktasi denir. Bu noktada ikinci turev sifir degerini alir. Sekil 9.2 ve Sekil 9.3’ te

konkavhgin degistigi noktalarda f"(x*):o dir.
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Sekil 9.2 f(X) fonksiyonunun azalarak artan Sekil 9.3 f(X) fonksiyonunun artarak artan bir

bir durumdan, artarak artan bir duruma gegisi durumdan, azalarak artan bir duruma gegisi

Sekil 9.4’ te, [a, b] araliginda, tek degiskenli bir f(x) fonksiyonunun, minimum ve
maksimum noktalari gérilmektedir. Burada, X;,X;,Xc,X; yerel (lokal) maksimum noktalar

olup, X; mutlak (global) maksimumdur. x,,x,,x, yerel (lokal) minimum noktalar olup, X,

mutlak (global) minimumdaur.
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Sekil 9.4 f(X) fonksiyonunun minimum ve maksimum noktalari



3
Ornek 1: f(x):(xz—l) fonksiyonunun  tanimlilk  durumunu inceleyerek, uc

degerini/degerlerini belirleyiniz.

Coziim:
%zf’(X)zS(xz—l)ZZX:O = x,=0,%,=1,x,=-1
dz;g: ) =f"(x)= 6(2(x2 —1)2x2 +(x2 —1)2)= 6(x’ —1)2 +24x2 (x2 —1)

f"(xI)=f”(0)=6>O oldugundan, x; =0 minimum noktadir.

*

f'(%)=£"(1)=0 ve f'(x;)=f"(-1)=0 oldugundan, yiiksek mertebeden tiirevler
incelenir.

£"(x)=24x(x* 1) +24(2x(x" ~1)+2¢° ) olmak izere,

f"(1)=48%0

f"(-1)=-48%0

bulunur. Buna gore, n=3 tek sayi oldugundan verilen f(x) fonksiyonu icin X; =1 ve X; =-1

noktalari bakim (dénidm) noktalaridir. Sekil 9.5” te fonksiyonun farkli tanim araliklari igin

grafigi gosterilmektedir.
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Sekil 9.5 f(x)z(x2 —1)3 fonksiyonu grafikleri



Ornek 2: f(x)=\/; fonksiyonunun $=(0,%0) kiimesinde tanimlilik durumunu inceleyiniz.

Coziim:

, 1
X)=——
f0=37
)=t 1
f'(x)= 4\/;3
olup, Vxe€S§ icin, f"(X)<O oldugundan, verilen f(x) fonksiyonu icbikey (konkav) bir

fonksiyondur. Sekil 9.6’ da f(x) icblkey fonksiyonunun grafigi gorilmektedir.
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Sekil 9.6 f(X)=\/; icbiikey fonksiyonunun grafigi

9.2. Cok Degiskenli Disbiikey Fonksiyonlar ve Ozellikleri

x:[x1 xz...xn] olmak tzere f(x), ScR" de taniml, stirekli ve ikinci tirevleri alinabilen bir

fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonunun, x;,i=1,2,..,n ye gore kismi tlrevi

of (x) _im F(X0 X oo Xi F 0, X )= F (XL Xy s X yeens X,y )

, 1=1,2,...,n
ox;  h-0 h

biciminde tanimlidir. Buna gore gradyan vektori (Vf(x) )




dir. f(x) fonksiyonunun Hessian matrisi (ikinci kismi tlirev matrisi)

[ 2f(x)  *f(x) 0*f(x)

ox; ox0x,  Ox0x,
*f(x) 0*f(x) 0% f(x)
ox,0x,  ax: T ox0x,

82f-(x) 62/‘.(x) 621"(x)

| OX,0x;  OX,0x, T

—nxn

olur. Eger verilen bir noktada f(x)’ in ikinci kismi turevleri var ve f(x) bu noktalarda siirekli
ise, Vi#j icin

*f(x) _*f(x)
OX;0X; - Ox 0,

, 1,j=1,2,..,n

olup, H matrisi simetriktir.

Cok degiskenli bir f(x) fonksiyonunun konveksliginin ya da konkavliginin incelenmesinde H

matrisinin tanimlik durumunun belirlenmesi gerekir.

e VxeS icin Hmatrisi pozitif yari tanimh = f(x) disbikey bir fonksiyondur
(V x€eS icin H matrisi pozitif tanimh = f(x) kesin disbikey bir fonksiyondur)
e V x€S icin H matrisi negatif yari tanimli = f(x) icblkey bir fonksiyondur

(V x€eS icin H matrisi negatif tanimli = f(x) kesin icblikey bir fonksiyondur)

NOT 5: (Karesel Fonksiyon)

Eger, n degiskenli f(x) fonksiyonu f(x)=x'Ax=> a,xx; biciminde yazlabilirse, “ f(x)

i=1 j=1

fonksiyonu karesel formda tanimlanabilen bir fonksiyondur” denir. Burada, A:[a,j], nxn



boyutlu, karesel ve simetrik bir matristir. A matrisi simetrik olmadiginda, [a,j+aj,.]/2

biciminde degistirilerek, simetrik bicime donusturalir.

NOT 6: (Karesel Fonksiyonun Tiirleri)
e x#0 icin f(x)=x'Ax>0 ise, f(x) karesel fonksiyonuna pozitif tanimldir denir. A
matrisi de pozitif tanimlidir.
e Bazi x#0 i¢cin f(x)=x'Ax>0 ve bazi x#0 icin f(x)=x'Ax=0 ise, f(x) karesel
fonksiyonuna pozitif yari tanimlidir denir. A matrisi de pozitif yari tanimhdir.
e Bazi x#0 i¢cin f(x)=x'Ax>0 ve bazi x#0 icin f(x)=x'Ax<0 ise, f(x) karesel

fonksiyonu tanimsizdir (belirsizdir) denir.

Buna gore, f(x) fonksiyonu icin tanimlanan H matrisinin veya f(x)zx’Ax karesel

fonksiyonu i¢in tanimlanan A matrisinin tanimhlik durumlari nasil belirlenmelidir?

H veya A, nxn boyutlu, karesel matrislerinin tanimlilik durumunun incelenmesinde Asal

Min6r hesaplarindan yararlanilhr.

NOT 7: (Asal Minérler ve Karesel Bir Matrisin Tanimhilik Durumunun incelenmesi)
Bir nxn boyutlu, karesel matrisin k. asal minori, son (n-k) satirin ve (n-k) situnun matristen

cikariimasi ile elde edilen kxk boyutlu matrisin determinantidir.

a1 0Oy Gy
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olmak tzere, bu matrisin asal minorleri
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Asal minorler elde edildikten sonra ortaya gikabilecek sonuglar asagidaki gibi tanimlanabilir:

i. A’ nin tiim asal mindrleri > 0 = A matrisi pozitif tanimhdir.

(A;>0,A,>0,A;>0,...,A, >0 =A matrisi pozitif tanimlidir.)

iil. A’ nin tim asal minérleri > 0 = A matrisi pozitif yari tanimhdir.
(A;=20,A,2>0,A,20,...,A, 20 = A matrisi pozitif yari tanimlidir.)

ili. A’ nin k. mertebe asal minoru (—l)k ile ayniisaretli = A matrisi negatif tanimhdir.

(A;<0,A,>0,A;<0,... =A matrisi negatif tanimlidir.)

iv. A’ nin k. mertebe asal minoru (—l)k ile ayni isaretli ya da sifir = A matrisi negatif

yari tanimhdir.
(A;<0,A,20,A;<0,... =A matrisi negatif yari tanimhdir.)

v.Bunlardan hig birine uymuyorsa belirsizlik durumu vardir.

Buna gore, bir f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalarinin belirlenmesinde gerek ve yeter

kosullar:

Gerekli Kosullar:
Vf(x) =0 olacak bigimde X vektdri bulunur.
Yeterli Kosullar:

H(x*) pozitif tanimliise, X bir minimum noktadir.
H(x*) negatif tanimli ise, X bir maksimum noktadir.

H(x*) tanimsiz ise, X bir biikiim noktasidir.



NOT 8: Eger, f(x) fonksiyonu, f(x)=x'Ax biciminde karesel form olarak yazilabiliyorsa,

Hessian matrisini bulmadan A matrisinin tanimliik durumunun incelenmesi ile de
fonksiyonun minimum ya da maksimum ¢6ziim degerlerinin olup olmadigina karar verilir.

Karesel bir f(x)=x'Ax fonksiyonu igin, H=2A dir.

Ornek 3: f(x)=f(x,,X,)=x; +2x,x,+2x; biciminde tanimli fonksiyonun ekstremum

(minimum/maksimum) noktasini/noktalarini elde ederek, fonksiyonun turiini belirleyiniz.
Coziim:
I.Yol:
Vf(x)=0
2x,+2x, | |0
2x,+4x,| |0

olup, x =(0,0) degeri elde edilir. Hessian matrisi

00-|3 1

elde edilir. Burada, asal minér degerleri A; =2>0 ve A, :|H|:8—4:4>0 olup, H
matrisinin pozitif taniml oldugu soylenir. Buna gore, verilen f(x) fonksiyonu pozitif tanimh
olup, X =(0,0) bir minimum ¢6ziim vektoradir. f(x) digbiikey bir fonksiyondur.

Il. Yol:

F(X)=F(X0,% ) =x] +2x,%, +2X;
=x'Ax

e xl o)

1
dir. A:L 2} olup, asal mindrlerin hesaplanmasiyla (A;=1>0 ve

A, :|A| =2-1=1>0), A matrisinin de pozitif tanimli oldugu séylenir. Buna gore, f(x)

fonksiyonu pozitif taniml olup, disbikey bir fonksiyondur. Dikkat edilirse, H=2A oldugu

aciktir.



Sekil 9.7 de f(x) fonksiyonunun yiizey grafigi gériilmektedir. Sekil 9.7 den de

gorilecegi gibi, fonksiyon X =(0,0) noktasinda minimum degere ulasmaktadir.

Sekil 9.7 f(x)=x{ +2x,x, +2x, fonksiyonunun yiizeyi

Ornek 4: f(x)=xf+x22+2x§—x1x2—x2x3—x1x3 fonksiyonunun tanimhhk durumunu

inceleyiniz.

Coziim:

VE(X)=[26 %X 26X, —X; 4x;—x,—x,]

2 -1 11
H(x)=|-1 2 -1
-1 -1 4

A =2>0,A,=4-1=3>0, A3:|H|:6>0 olup, H matrisi pozitif tanimhdir. Buna gore,

f(x) disbikey bir fonksiyondur.

Ornek 5: f(x)=f(x,,x,)=—x; —6x; —4x, +8x,+143 biciminde tanimli fonksiyonun

ekstremum (minimum/maksimum) noktasini/noktalarini elde ederek, fonksiyonun tirinu

belirleyiniz.
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-2 0
H(x):{ 12} olup, A,=-2<0 ve A,=|H|=24>0 bulunur. Buna gére, H matrisi
negatif tanimhdir. f(x) fonksiyonu negatif tanimli olup, icbikey bir fonksiyondur.
* _2 *
X :[ } maksimum noktadir. Buradan, f(x )=149.6667 elde edilir. Sekil 9.8’ de f(x)

fonksiyonunun ylzey grafigi ve Sekil 9.9° da f(x) fonksiyonunun kontur grafigi

gorilmektedir.
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Sekil 9.8 f(x) fonksiyonunun yiizey grafigi Sekil 9.9 f(x) fonksiyonunun kontur grafigi
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