
1. GİRİŞ

1.1 Temel Bilgiler

SORU 1: (An) bir X kümesinin alt kümelerinin bir dizisi olsun. E0 = ∅

olmak üzere

En =
n⋃
k=1

Ak , Fn = An\En−1

şeklinde tanımlanan (En) ve (Fn) dizileri veriliyor.

(a) (En) dizisinin artan

(b) (Fn) dizisinin ayrık

(c)
∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃
n=1

An

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 1: (a) (En) dizisi artan ⇔ ∀n ∈ N için En ⊂ En+1.

En+1 =
n+1⋃
k=1

Ak

=

n⋃
k=1

Ak ∪ An+1

= En ∪ An+1 ⊃ En

olduğundan (En) artandır.

(b) m,n ∈ N (m 6= n) olmak üzere Fn ∩ Fm = ∅ olduğunu göstermeliyiz. İki

durum söz konusudur.
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(i)m > n olsun. Bu durumdam−1 ≥ n olur. Fn = An\En−1, Fm = Am\Em−1

olduğu dikkate alınırsa

Fn ∩ Fm =

An ∩
(
n−1⋃
k=1

Ak

)t ∩
Am ∩

(
m−1⋃
k=1

Ak

)t
=

(
An ∩

n−1⋂
k=1

Atk

)
∩
(
Am ∩

m−1⋂
k=1

Atk

)

=

(
An ∩

n−1⋂
k=1

Atk

)
∩
(
Am ∩

n−1⋂
k=1

Atk ∩ Atn ∩
m−1⋂
k=n+1

Atk

)
= ∅

(ii) n > m olsun. Bu durumda n− 1 ≥ m > m− 1 olur.

Fn ∩ Fm =

An ∩
(
n−1⋃
k=1

Ak

)t ∩
Am ∩

(
m−1⋃
k=1

Ak

)t
=

(
An ∩

m−1⋂
k=1

Atk ∩ Atm ∩
n−1⋂

k=m+1

Atk

)
∩
(
Am ∩

m−1⋂
k=1

Atk

)
= ∅

bulunur.

(c)

∞⋃
n=1

En =
∞⋃
n=1

(
n⋃
k=1

Ak

)
= A1 ∪ (A1 ∪ A2) ∪ (A1 ∪ A2 ∪ A3) ∪ ...

=
∞⋃
n=1

An
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bulunur.

∞⋃
n=1

Fn =

∞⋃
n=1

(An\En−1)

= (A1\E0) ∪ (A2\E1) ∪ (A3\E2) ∪ ...

= A1 ∪ (A2\A1) ∪ [A3\ (A1 ∪ A2)] ∪ ...

= (A1 ∪ A2) ∪ [A3\ (A1 ∪ A2)] ∪ ...

= (A1 ∪ A2 ∪ A3) ∪ [A4\ (A1 ∪ A2 ∪ A3)] ∪ ...

=
∞⋃
n=1

An

elde edilir.

SORU 2: (An) bir X kümesinin alt kümelerinin artan bir dizisi olsun.

Sk :=


A1 ; k = 1

Ak\Ak−1 ; k > 1

olarak tanımlansın.

(a) (Sn) dizisinin ayrık

(b) An =
n⋃
k=1

Sk ve
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

Sn

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 2: (a) m, n ∈ N ve m 6= n olsun. Sn ∩ Sm = ∅ olduğunu göster-
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meliyiz.

Sn ∩ Sm = (An\An−1) ∩ (Am\Am−1)

=
(
An ∩ Atn−1

)
∩
(
Am ∩ Atm−1

)

yazılabilir.

m > n olsun. m− 1 ≥ n olacağından Am−1 ⊃ An gerçeklenir. Buradan

Sn ∩ Sm =
(
An ∩ Atn−1

)
∩
(
Am ∩ Atm−1

)
⊂

(
Am−1 ∩ Atn−1

)
∩
(
Am ∩ Atm−1

)
= ∅

elde edilir. Benzer olarak n > m için de Sn ∩ Sm = ∅ gerçeklenir.

(b) (An) kümeler dizisi artan olduğundan

n⋃
k=1

Sk = S1 ∪
n⋃
k=2

Sk

= A1 ∪
n⋃
k=2

(Ak\Ak−1)

= A1 ∪ (A2\A1) ∪ (A3\A2) ∪ ... ∪ (An\An−1)

= (A1 ∪ A2) ∪ (A3\A2) ∪ ... ∪ (An\An−1)

= A1 ∪ ... ∪ An = An
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ilk ifade elde edilir. İkinci ifade ise

∞⋃
n=1

Sn = A1 ∪
∞⋃
n=2

(An\An−1)

= A1 ∪ (A2\A1) ∪ (A3\A2) ∪ ... ∪ (An\An−1) ∪ ...

= A1 ∪ ... ∪ An ∪ ... =
∞⋃
n=1

An

olarak bulunur.

SORU 3: (Bn) bir X kümesinin alt kümelerinin azalan bir dizisi olsun. (Tn)

dizisi

Tn := B1\Bn

olarak tanımlansın.

(a) (Tn) dizisinin artan

(b)
∞⋃
n=1

Tn = B1\
( ∞⋂
n=1

Bn

)

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 3: (a) m, n ∈ N ve m > n olsun. Tm ⊃ Tn olduğunu göstermeliyiz.

(Bn) azalan bir dizi olduğundan Bm ⊂ Bn sağlanıp

Btn ⊂ Btm =⇒ B1 ∩Btn ⊂ B1 ∩Btm

=⇒ B1\Bn ⊂ B1\Bm

=⇒ Tn ⊂ Tm
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istenilen elde edilir.

(b)

∞⋃
n=1

Tn =
∞⋃
n=1

(B1\Bn)

= (B1\B1) ∪ (B1\B2) ∪ (B1\B3) ∪ ...

=
(
B1 ∩Bt2

)
∪
(
B1 ∩Bt3

)
∪ ...

= B1 ∩
(
Bt2 ∪Bt3 ∪ ...

)
= B1 ∩

( ∞⋃
n=1

Btn

)
= B1\

( ∞⋂
n=1

Bn

)

bulunur.

SORU 4: (Ei)i∈I , X kümesinin alt kümelerinin bir sınıfıolsun.

(a) X\
(⋃
i∈I
Ei

)
=
⋂
i∈I
(X\Ei)

(b) X\
(⋂
i∈I
Ei

)
=
⋃
i∈I
(X\Ei)

olduğunu gösteriniz.
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ÇÖZÜM 4: (a)

x ∈ X\
(⋃
i∈I
Ei

)
⇐⇒ x ∈ X ve x /∈

⋃
i∈I
Ei

⇐⇒ x ∈ X ve ∀i ∈ I için x /∈ Ei

⇐⇒ ∀i ∈ I için x ∈ X ve x /∈ Ei

⇐⇒ ∀i ∈ I için x ∈ X\Ei

⇐⇒ x ∈
⋂
i∈I
(X\Ei)

olup istenilen elde edilir.

(b)

x ∈ X\
(⋂
i∈I
Ei

)
⇐⇒ x ∈ X ve x /∈

⋂
i∈I
Ei

⇐⇒ x ∈ X ve ∃i0 ∈ I için x /∈ Ei0

⇐⇒ ∃i0 ∈ I için x ∈ X ve x /∈ Ei0

⇐⇒ ∃i0 ∈ I için x ∈ X\Ei0

⇐⇒ x ∈
⋃
i∈I
(X\Ei)

istenilen bulunmuş olur.
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