
1.2 Küme Dizilerinin Yakınsaklı̆gı

SORU 1: (a) (An) artan bir dizi olsun. Bu durumda

lim
n→∞

An =
⋃
n∈N

An

gerçeklenir. Gösteriniz.

(b) (Bn) azalan bir dizi olsun. Bu durumda

lim
n→∞

Bn =
⋂
n∈N

Bn

gerçeklenir. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 1: (a) lim supAn = lim inf An =
⋃
n∈N

An olduğunu göstermeliyiz.

(An) dizisi artan olduğundan

lim supAn =
∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

An

)
=

∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞⋃
n=1

An

ve

lim inf An =
∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

An

)
=

∞⋃
m=1

(Am ∩ Am+1 ∩ ...) =
∞⋃
m=1

Am

bulunup istenilen elde edilmi̧s olur.

(b) lim supBn = lim inf Bn =
⋂
n∈N

Bn olduğunu göstermeliyiz. (Bn) dizisi

azalan olduğundan

lim supBn =

∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

Bn

)
=

∞⋂
m=1

Bm
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ve

lim inf Bn =
∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

Bn

)

=
∞⋃
m=1

(Bm ∩Bm+1 ∩ ...)

=

∞⋃
m=1

(B1 ∩B2 ∩ ... ∩Bn ∩ ...)

=

∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=1

Bn

)
=
∞⋂
n=1

Bn

bulunur.

SORU 2: (An), X kümesinin alt kümelerinin ayrık bir dizisi olsun.

lim
n→∞

An = ∅

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 2: m 6= n olmak üzere ∀m, n ∈ N içinAn∩Am = ∅ dır. lim supAn =

lim inf An = ∅ olduğunu göstermeliyiz. (An) dizisi ayrık olduğundan

lim inf An =
∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

An

)
= ∅

sağlanır. Şimdi kabul edelim ki lim supAn =
∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

An

)
6= ∅ olsun.

Bu durumda ∀m ∈ N için ∃x0 ∈
∞⋃
n=m

An vardır. Bu ise ∀m ∈ N için ∃m0 ∈ N

(m0 ≥ m) � x ∈ Am0 olmasını gerektirir. Arakesit i̧slemini m = m0 + 1 için
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başlatırsak x elemanım0 + 1 ve daha sonraki indislere sahip bir kümenin ele-

manıolmak zorundadır. Bu ise (An) dizisinin ayrık olmasıile çeli̧sir. Dolayısıyla

lim supAn = ∅ olmak zorundadır. Sonuç olarak lim
n→∞

An = ∅ elde edilir.

SORU 3: Aşağıda genel terimleri verilen küme dizilerinin yakınsaklı̆gınıin-

celeyiniz.

(a) An =
[
− 1
n
, 1
n

]
(b) Bn = {−n, ...,−1, 0, 1, ..., n}

ÇÖZÜM 3: (a) ∀n ∈ N için − 1
n
< − 1

n+1
< 1

n+1
< 1

n
olduğundan (An) dizisi

azalan bir dizidir. O halde

lim
n→∞

An =
⋂
n∈N

An

olmalıdır.

∞⋂
n=1

An = A1 ∩ ... ∩ An ∩ ...

= [−1, 1] ∩
[
−1
2
,
1

2

]
∩ ... ∩

[
− 1
n
,
1

n

]
∩ ...

= {0}

olup lim
n→∞

An = {0} elde edilir.

(b) ∀n ∈ N için Bn ⊂ Bn+1 olduğundan (Bn) artan bir dizidir. O halde

lim
n→∞

Bn =

∞⋃
n=1

Bn
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olmalıdır.

∞⋃
n=1

Bn = {−1, 0, 1} ∪ {−2,−1, 0, 1, 2} ∪ ...

= Z

olup lim
n→∞

Bn = Z gerçeklenir.

SORU 4:

En =


(
0, 1

n

)
; n tek ise[

1
n
, 1
)
; n çift ise

şeklinde tanımlanan (En) dizisinin yakınsaklık durumunu inceleyiniz.

ÇÖZÜM 4:

An =

(
0,

1

2n− 1

)
Bn =

[
1

2n
, 1

)
olmak üzere (An) ve (Bn) dizileri (En) dizisinin alt dizileridir.

(An) azalan dizi olduğundan

lim
n→∞

An =
∞⋂
n=1

An = ∅

dir.

(Bn) artan dizi olduğundan

lim
n→∞

Bn =

∞⋃
n=1

Bn = (0, 1)

4



olur.

(En) dizisinin alt dizilerinin limiti birbirlerinden farklıolduğundan (En) dizisinin

limiti mevcut değildir.

SORU 5:

En =


A ; n çift ise

B ; n tek ise

şeklinde tanımlanan (En) dizisinin yakınsaklık durumunu inceleyiniz.

ÇÖZÜM 5:

lim supEn =
∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

En

)
=

∞⋂
m=1

(Em ∪ Em+1 ∪ ...) = A ∪B

ve

lim inf En =
∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

En

)
=

∞⋃
m=1

(Em ∩ Em+1 ∩ ...) = A ∩B

olup lim supEn 6= lim inf En olduğundan limEn mevcut değildir.

SORU 6: (En) herhangi bir dizi ve F herhangi bir küme olsun.

(a) F\ lim supEn = lim inf (F\En)

(b) F\ lim inf En = lim sup (F\En)

olduğunu gösteriniz.
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ÇÖZÜM 6: (a)

F\ lim supEn = F\
( ∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

En

))

= F ∩
{ ∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

En

)}t

= F ∩
{ ∞⋃
m=1

( ∞⋃
n=m

En

)t}

= F ∩
( ∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

Etn

)

=
∞⋃
m=1

(
F ∩

( ∞⋂
n=m

Etn

))
=

∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

(
F ∩ Etn

)
= lim inf (F\En)

(b)

F\ lim inf En = F\
( ∞⋃
m=1

∞⋂
n=m

En

)

= F ∩
{ ∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

En

)}t

= F ∩
{ ∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

Etn

)}

=

∞⋂
m=1

(
F ∩

( ∞⋃
n=m

Etn

))
=

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

(
F ∩ Etn

)
= lim sup (F\En)

SORU 7: Sınırlıbir (xn) dizisi için

(a) lim sup (−xn) = − lim inf xn

(b) lim inf (−xn) = − lim supxn

olduğunu gösteriniz.
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ÇÖZÜM 7: (a)

lim sup (−xn) = inf
m≥1

(
sup
n≥m

(−xn)
)

= inf
m≥1

(
−
(
inf
n≥m

xn

))
= −sup

m≥1

(
inf
n≥m

xn

)
= − lim inf xn

(b)

lim inf (−xn) = sup
m≥1

(
inf
n≥m

(−xn)
)

= sup
m≥1

(
−
(
sup
n≥m

xn

))
= − inf

m≥1

(
sup
n≥m

xn

)
= − lim supxn

SORU 8: (An), X kümesinin alt kümelerinin bir dizisi olsun.

∅ ⊂ lim inf An ⊂ lim supAn ⊂ X

gerçeklenir.

ÇÖZÜM 8: Keyfi x ∈ lim inf An için x ∈ lim supAn olduğu gösterilmelidir.

Ya da bu önermenin kontro pozitifi olan x /∈ lim supAn ise x /∈ lim inf An öner-
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mesinin doğru olduğunu göstermek yeterlidir. Bu amaçla

x /∈ lim supAn =⇒ x /∈
∞⋂
m=1

( ∞⋃
n=m

An

)
=⇒ ∀m ∈ N için ∃m0 ≥ m (m0 ∈ N) , � x /∈

∞⋃
n=m0

An

=⇒ ∃m0 ∈ N ve ∀n ≥ m0 için x /∈ An

=⇒ ∃m0 ∈ N � x /∈
∞⋂

n=m0

An

elde edilir. m ≤ m0 için
∞⋂
n=m

An ⊂
∞⋂

n=m0

An olduğu dikkate alınırsa x /∈
∞⋂
n=m

An

olduğu görülür. Buradan

∀m ∈ N için x /∈
∞⋃
m=1

( ∞⋂
n=m

An

)

elde edilir. Yani x /∈ lim inf An olduğu görülür.

SORU 9: (An) dizisi

An =

{
k ∈ N : n (n− 1)

2
+ 1 ≤ k ≤ n (n+ 1)

2

}

olmak üzere (An) dizisinin yakınsaklık durumunu araştırınız.

ÇÖZÜM 9: A1 = {1} , A2 = {2, 3} , A3 = {4, 5, 6} , ...olup (An) dizisi ayrık-

tır. Bundan dolayılimAn = ∅ dir.

SORU 10: a < b − 1 olmak üzere (An) dizisi An =
[
a, b− 1

n

]
olsun. Bu

durumda
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(a)
∞⋃
n=1

An (b)
∞⋂
n=1

An

kümelerini bulunuz.

ÇÖZÜM 10: (a)
∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

[
a, b− 1

n

]
= [a, b)

(b)
∞⋂
n=1

An =
∞⋂
n=1

[
a, b− 1

n

]
= [a, b− 1]
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