2. OLCULER
2.1 Baz1 Kiime Siiflar:

SORU 1: X bir sonsuz kiime ve A da X kiimesinin tiim sonlu alt kiimelerinin

bir simifi olsun. A simifi X {izerinde bir o0— cebir midir?

COZUM 1:

A:={Be€ P(X): B sonlu}
X ¢ A oldugundan A smifi 0— cebir degildir.
SORU 2: X sayillamayan bir kiime
(a) Ay :={A C X : A saylabilir}
(b) Ay :={A C X : A sayilabilir veya X\ A sayilabilir}
siniflar1 X tizerinde o— cebir midir?
COZUM 2: (a) X ¢ A, oldugundan A; simfi X iizerinde o— cebir degildir.
(b) (i) X' = 0 sayilabilir oldugundan X € A, dir.

(17) Keyfi A € A; i¢in X\ A € A, oldugunu gosterelim:

A € Ay = A sayilabilir veya X\ A sayilabilir
D
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(17i) ¥Yn € Nigin A, € A, olsun. U A, € Ay oldugunu gosterelim. Ug durum
n=1

soz konusudur:

|1] Vn € N i¢in A, € Aj sayilabilir olsun. Bu durumda U A,, sayilabilirdir.

n=1

Yani U A, € Aj olur.

n=1

o0 oo t
|2] Vn € N i¢in A!, € A, sayilabilir olsun. Bu durumda ﬂ Al = (U An>
—1

n=1

sayilabilirdir. Dolayisiyla U A, € As.

n=1

3]
B = {A,: A, sayilabilir}

C = {A,: Al saylabilir}

olarak tamimlayalim.

Ua= U juiUd

olarak yazilabilir.
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gergeklenir. C simifina ait olan A, kiimelerinin A? tiimleyenleri sayilabilir oldugun-

dan ﬂ Al sayilabilirdir. Sayilabilir bir kiimenin her alt kiimeside sayilabilir ola-

n=1

oo t o
cagindan (U An> sayilabilirdir. Dolayisiyla U A, € Ay saglanir.
n=1

n=1



Sonug olarak A, siifi X iizerinde o— cebirdir.

SORU 3: A, X kiimesi iizerinde bir cebir ve (B,) de A daki elemanlarin

ayrik dizisi olsun. U B, € Aise A smifi X iizerinde o— cebirdir. Gosteriniz.

n=1

COZUM 3: Vn € Nicin A, € A olmak iizere U A, € A oldugunu goster-

n=1

meliyiz.

Ey, : =10, En::UAk

B, : ::fqn\lzn—l

kiimelerini tammmlayalim. Bu durumda (B,,) dizisi ayrik olup
Ua.=Us
n=1 n=1

gerceklenir. Hipotezden U B, € A oldugundan U A, € A dir. Dolayisiyla A

n=1 n=1

sif1 X iizerinde o— cebirdir.

SORU 4: X kiimesi iizerindeki 0— cebirlerin birlesimi de X {izerinde o—

cebir midir?
COZUM 4:

={0,N,{2n:n e N}, {2n+1:n € N}}

3n : nEN} {3n+1 n € N}, {3n+2 neN},AUB,AUC,BUC

_B _C




A ve B simiflar1 N iizerinde o— cebirdir.

AUB={0,N,{2n:ne N}, {2n+1:ne N}, A B,C,AUB,AUuC,BUC}
olur. {2n:neN}UA ¢ AU B oldugundan AU B smifi N iizerinde o— cebir
degildir.

SORU 5: Her tipten aralik, 1sin ve tek nokta kiimelerinin Borel cebirinin

elemani oldugunu gosteriniz.

cOzZUM s5:
(a,b] = ﬁ(a,an%) c B(R)
[, b] ﬁ_(a——b—i— ) € B(R)
(b,o0) = MG b,b+n) € B(R)
(—00,a) = Q(a—n,a)EB(R)
(~oo.a] = (~00.%)U[4.a] € B®)
[b,00) = [b,2b] U (2b,0) € B(R)

{a} ﬂ a—Lta+i)eB(R)

SORU 6: f: X — Y bir fonksiyon ve B sinifi da Y {izerinde o—cebir olsun.
A={AcCcX: f(A)eB}

siifi X iizerinde o—cebir midir?



COZUM 6: (i) X € A oldugunu gostermeliyiz. Eger f fonksiyonu érten ise

f(X)=Y eBolup X € Adu.

(i1) Keyfi A € A i¢gin A' € A oldugunu gostermeliyiz. f fonksiyonu 1 — 1 ve

orten ise

AcA — [f(A)eB
= [f(A))eB
—  f(A)eB
— Alc A

elde edilir.

(731) Vn € N i¢in A,, € A olsun. B nin Y iizerinde o—cebir oldugu kullanilirsa

A, €A =  f(A,)EB
= G f(A,) €B
n=1
= f <G An> eB
n=1
= D A, e A
n=1
bulunur.
Sonug olarak f fonksiyonu 1 — 1 ve orten ise A siifi X iizerinde o—cebirdir.
SORU 7: f: X — Y bir fonksiyon ve A sinifi da X iizerinde o—cebir olsun.
B:={BCY: f'(B)eA}
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simifi Y tizerinde o—cebir midir?
COZUM 7: (i) f'(Y) = X € A oldugundan Y € B dir.

(17) Keyfi B € B olsun. A simifinin X iizerinde o —cebir oldugu dikkate aliirsa
BeB < [f1(BeAd
= (B e4
— [ (BY)ed
= B'eB
elde edilir.
(#7i) ¥n € N i¢in B, € B olsun.

BeB < fY(B,) e A

— G FU(B,) €A
n=1
— [ (U Bn) eA
n=1
— |JB.eB
n=1

gerceklenir. Dolayisiyla B sinifi Y iizerinde o—cebirdir.

SORU 8: X # () ve A simfi X iizerinde o—cebir olsun. () # B € A olmak
lzere

E={ACcX: A=BnC, CecA}

siifi B kiimesi iizerinde o—cebir midir?



COZUM 8: (i) B=BnNX veya B = BN B oldugundan X, B € A olmas

dikkate alimirsa B € £ elde edilir.
(17) Keyfi A € € i¢in B\ A € £ oldugu gosterilmelidir.
Ael — A=BnC, CeA

= B\A =B\ (BnC)
— B\A=Bn(BnC)
= B\A=Bn(B'UCY)
= B\A=(BnBHu(BNCY
== B\A=(BnC(C")

gergeklenir. C* € A oldugu dikkate alinirsa B\ A € £ elde edilir.
(i73) Vn € N igin A,, € & olsun.

A,e€f = A,=BnC, C,eA

= UA _L_J (BNCy)
= UA —Bﬂ<U0)

olur. U C, € A oldugu dikkate alinirsa £ siifinin tanimindan U A, € & elde

n=1 n=1

edilir.

Dolayisiyla £ smifi B kiimesi iizerinde o—cebirdir.



SORU 9: B herhangi bir kiime olmak {izere
A={ACX: ACBCX}

sinifi X iizerinde o—cebir midir?
COZUM 9: (i) B = X almirsa A siufinin tammindan X € A dir.

(it) Keyfi A € A kiimesini dikkate alahm. B = X ahnirsa A' € X C X

gerceklenir. O halde A' € A saglanir.

(#7i) ¥n € N icin A,, € A olsun.
A,e A = A, CcBCX, BCcX

— GAHCBCX

n=1

olup U A, € A saglanir.

n=1

O halde A simifi X iizerinde o—cebirdir.

SORU 10: A sabitlenmis bir kiime olmak iizere
A={BCX: ACBCXveyaACB'C X}

sifi1 X iizerinde o—cebir midir?
COZUM 10: (i) X € A oldugu tanimdan aciktir.

(ii) Keyfi B € A olsun. Bu durumda A € B C X veya A C B' C X

olacagindan B' € A gergeklenir.



(ii1) Vn € N igin B,, € A olsun. Buradan A C B, C X veya A C B, C X
olacagindan A C U B, C X veya A C U B! C X saglanir. Yani, U B,e A

n=1 n=1 n=1

dir.

Dolayisiyla A smifi X kiimesi iizerinde o—cebirdir.



