2.2 Olgiiler

SORU 1: En az iki elemana sahip bir X kiimesi ile bunun P (X) kuvvet

kiimesi veriliyor. P (X) iizerinde

o
S
I
=

—
BN
N
=

seklinde tanimlanan p doniigiimii 6l¢ii miidiir?
COZUM 1: (i) Tammdan p () = 0.
(i1) VA € P(X) icin p(A) > 0 dur.
(iii) Vn € N icin (4,), P (X) deki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. Ug durum

s6z konusudur:

|1] Vn € Nigin A, = () ise u <U An) = Z p(A,) gerceklenir.
n=1

n=1

|2] no € N olmak tizere Vn < ng i¢in A, = 0, Ym,n > ng i¢in A,, A,, # 0 ve

A, N A, =0 olsun.

Ud.= | A #0
n=1 n=ng+1

olup p <U An> = 1 dir. Diger yandan

n=1

dpA)= > pw(A) =141+ =+

n=ng+1



oldugu dikkate alinirsa
o (U An) £ (A
n=1 n=1

oldugu goriiliir. Ugiincii duruma bakmaya gerek yoktur. Dolayisiyla ; fonksiyonu

P (X) iizerinde bir ¢l¢ii degildir.

SORU 2: A simifi X iizerinde o—cebir, p doniisiimii A o—cebiri iizerinde 6lgii

ve A € A sabitlenmig bir kiime olsun. F € A igin
v (E) = (F\A)
olarak tanmimlanan v doniisiimii A iizerinde 6l¢ii miidiir?
COZUM 2: (i) v (0) := p (0\A) = pu (0) = 0.
(77) p, A iizerinde bir ol¢ii oldugundan v (E) = u (E\A) > 0 gergeklenir.

(i13) ¥n € N i¢in (E,), A daki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. Bu durumda
m # n olmak {iizere

(En\A) N (En\A) =0

olup (E,\A) dizisi A daki ayrik kiimelerin bir dizisidir. Dolayisiyla p doniigiimii



A iizerinde 6lgii oldugundan

(05) = #((O2) )
= M (U (En\A)>
= Z,U (Bn\A) = Z v(Ey,)

n=1

saglanir.
Sonug olarak v doniigiimii A o—cebiri tizerinde olgiidiir.

SORU 3: g, ..., it,,; A o—cebiri iizerinde 6lgii ve ay, ..., a, negatif olmayan

reel say1 ise A tizerinde
v(E) = Z agpy, (E)
k=1

ile tanimli v doniisiimii 6l¢ti miidiir?

COZUM 3: (i) v(0) = Zakuk 0) =o0.

k=1
(41) fqy .., fy, Olcii oldugundan VE € A igin v (E) = Y agu, (E) > 0.
-1

o

(73) (Epm) , A daki ayrik kiimelerin bir dizisi olsun. 1 < k < n igin p,;, doniigiim-



leri 6l¢ii oldugundan

m=1 k=1 m=1

= Z Z apply (Em)
= Z ( Ak g, (Em)> = Z v (En)
m=1 \k=1 m=1

olup istenilen elde edilir.
Dolayisiyla v doniigiimii A o—cebiri iizerinde olgiidiir.

SORU 4: (X, A) olgiilebilir uzay ve (y,,) 6l¢it dizisi i¢in 1, (X) = 5 (Vn € N)

olsun. A iizerinde tamimh

COZUM 4: (i) B(0) = ()", (0) = 0.

(17) Keyfi E € A ven € N igin p, (E) > 0 oldugundan Z (2)" p, (E) >0
n=1

gerceklenir.



(i73) (En) A daki ayrik kiimelerin dizisi olsun. (u,,) 6lgii dizisi oldugundan

m=

yazilabilir. Burada 1, (E,,) < p,, (X) = 5 ve Z (%)n serisi yakinsak oldugundan

n=1

serilerin yerleri degistirilebilmigtir. O halde § doniisiimii A {izerinde bir 6lgii
tanimlar. Diger yandan

B =3 (g)nun(X) _ %fj (g): |

n=1 n=1

elde edilir.

SORU 5: A smifi X iizerinde o—cebir, p doniigiimii A {izerinde 6lgii olsun.

B # () ve B € A olmak tizere
K={AcCcX: A=BnC, CecA}

olsun.

v(A):=pn(ANB)

seklinde tanimh v doniisiimii K {izerinde 6l¢ii miidiir?
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COZUM 5: 2.1 Baz Kime Swuflare kesimindeki Soru 8 den K smufi X

iizerinde o—cebirdir.
(i) v(0) =p(@NB) =0 dur.
(1) Keyfi A € K i¢in v (A) = (AN B) > 0 saglanur.

(73) (Ap) dizisi K daki ayrik kiimelerin dizisi olsun. (A,, N B) dizisini dikkate

alalim. m # n olmak iizere
(A,NB)N(A,NB)=10

oldugu goz oniine alimirsa (A4, N B) A daki ayrik kiimelerin bir dizisidir. Ayrica

i doniigiimii A iizerinde 6lgii oldugundan

(24) (8

= Y n(A.nB)=> v(A,)

n=1

bulunur. O halde v doniisiimii X {izerinde 6l¢iidiir.

SORU 6: (a,) negatif olmayan sayilarin dizisi olsun. P (N) iizerinde tanimh

0  E=10
p(E) =
Zan  E#£0
ner



bigiminde tamimlanan g doéniisiimii P (N) iizerinde 6l¢ii miidiir? a, = m ise

1 (N) =?
COZUM 6: (i) p(0) = 0 dur.

(it) Keyfi E € P (N) alahm. £ =0ise u(E)=0,FE # Qise u(F) = Zan >0
nery

dir.
(4ii) (E,), P (N) deki ayrik kiimelerin dizisi olsun. Ug durum sz konusudur:

|1] Vn € N i¢in E,, = 0 olsun. Bu durumda U E, =0 olup u (U En> =

n=1 n=1

p (@) =0 dir. Diger yandan Vn € N i¢in u (E,) = 0 oldugundan

«(Us) - Sne
n=1 n=1
gerceklenir.

|2] no € N olmak iizere Vm,n < ng igin E,, E,, # 0, E,NE,, =0 (m # n) ve



Vn > ng i¢in E, = () olsun. Bu durumda Ej, ..., E,,, kiimeleri ayrik oldugundan

(7)o (2
- Y

7740
ne U Ey,
k=1

- Y,

ne(Elu...uEnO)

= ) antot Y a,

nek; nEEn
= K (E1> +o. K (Eno)

ng

= Y (B =k§u<Ek)

k=1

istenilen elde edilir.

|3] Vm,n € Nigin E, N E,, =0 (m # n) ve E, # 0 olsun. E, kiimeleri ayrik

oldugundan

(0 =

olur.



Dolayisiyla p doniigiimii P (N) iizerinde 6lgiidiir.

1 mo /] 1 1
B P S - — lim (1- —— ) =1
HN = 2 mli%on;(n n+1> mli%o< m+1)
bulunur.

SORU 7: X bir kiime, A smifida X iizerinde c—cebir olsun. Fy, Fy € A ve

i doniigiimii A iizerinde bir 6l¢ii olmak tizere
p(EvU Ep) = p(Er) + p(Es) — p(Er N Ey)
oldugunu gosteriniz.
COZUM 7: E\NE, =0 ise p (E1 N Ey) =0 olup p 6lgii oldugundan
i (ErU Es) = p(Er) + p(E2)

gerceklenir.

E1N Ey # () olsun. By U Ey = Ey U (Ey\Eq) oldugu dikkate alimirsa

p(EyUEy) = p(EyU(EX\EL))

= u(Ey)+ p(E\Ey) (1)

yazilabilir. Ayrica Fy = (Ey N Ey) U (Ey\ Ey) olarak yazilabileceginden

i (Ea) = p(Ex N Ep) + p (E2\Ey) (2)



gergeklenir. p (Ey N Ey) < oo ise (2) ifadesi (1) ifadesinde dikkate alindiginda
p(EvU Ey) = p(Ey) + p(Ez) — p(Er N Ey)

elde edilir.

SORU 8: (X, A, i) bir ¢l¢ii uzayi olsun.
B:={EeA: u(k)=0}
s X iizerinde o—cebir midir?

(a) EeB, Fe Aise ENFeB

(b) Vn e Nigin £, € Bise |J E, € B

n=1

oldugunu gosteriniz.

COZUM 8: N = {1,2,3,...} olmak iizere dogal sayilarin kuvvet kiimesi

lizerinde

n(E) ; E sonlu ise

+00 ; FE sonlu degil ise

doniisiimii tanimlansmn. Burada n (E) ifadesi E kiimesinin eleman sayisidir. g
doniigiimii P (N) iizerinde olgiidiir. O halde (N, P (N) ,ﬁ) olgii uzayidir. Simdi

B smifim 1 6lgiisii icin tanimlayalim:

B:= {EeP(N): ﬁ(E)zo}

10



1 (N) = +00 # 0 oldugundan N ¢ B dir. Dolayisiyla B smifi o—cebir olmak

zorunda degildir.

(a) E € Bise E € A dir. A simfi 0—cebir oldugundan E N F € A olmahdir.
ENF C E gergeginden 0 < p(ENF) < p(E) =0 saglanip p (E N F) = 0 olur.

Yani £ N F € B bulunur.
(b)
lﬂ == Ea
n—1
F, = E%\ (lJ E%) , n> 1
k=1

olmak {iizere (F,) dizisini goz oniine alahm. Bu durumda (F,), A daki ayrik
kiimelerin dizisi olup

UEn:UFn
n=1 n=1

gerceklenir. E, € A oldugu agiktir. p olgii oldugundan
=1

w(08)=n(0r) =S nm )

yazilabilir. Vn € Nigin F,, C E,, oldugundan u (F,) < u (E,) gerceklenir. Vn € N

i¢cin E,, € B olmasindan F,, € A ve u (F,) = 0 saglanir. Buradan da ¥n € N igin
w (F,) = 0 elde edilir. (3) ifadesi dikkate alinirsa p ( U En) =0olup J E,€B
n=1 n=1

istenileni bulunur.
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