2.4 Lebesgue Dis Olgciisii ve Lebesgue Olgiisii

SORU 1: Herbir A C R kiimesi igin A C G ve A* (4) = X" (G) olacak gekilde

G C R kiimesinin varhigini gosteriniz?

COZUM 1: B sayilabilir bir kiime olsun. Bu durumda A\* (B) = 0 gerceklenir.

G = AU B olarak tanimlayalm. A C AU B oldugu dikkate alinirsa

A (A) < N (AUB)

< XN (A)+ X (B)=X"(4)
olur. Bu ifade asagida kullanirsa
A (A) <N (AUB) <\ (4)
elde edilir. O halde \* (A) = A" (G) saglanir.

SORU 2: B C R alt kiimesinin Lebesgue 6l¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul VI C R acik araligi i¢in
N () =X (INB)+ X\ (InB)
olmasidir. Gosteriniz.

COZUM 2:(=) B C R Lebesgue olciilebilir olsun. A C R herhangi bir
kiimesini dikkate alalim.
A=(ANB)U (AN B
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olarak yazilabilir. Bu durumda
N (A) =X (ANB)+ )\ (AN B
gerceklenir. Ozel olarak A = I alimirsa istenilen elde edilir.

(<) Kabul edelim ki VI C R aralig: i¢in
N (D) =X (INB)+ X (INB)

olsun. Hatirlatmak gerekirse "B C R Lebesgue olciilebilir<= VE C R icin

AN (E)> XN (ENB)+ X (EnBH)"
A" (E) = oo igin esitsizlik gegerlidir. A* (F) < oo oldugunu kabul edelim.

A* Lebesgue dig 6l¢iisiiniin tanmmindan ve infimum 6zelliginden Ve > 0 igin

3(I,) = ((an, b)) € T vardir dyle ki

o0

DU(I,) <N (E)+e (1)

n=1

gerceklenir. £ C |J (an,b,) oldugundan

n=1

EnB ¢ U [(an by) N B]

n=1

ENnB' C Ej[(an,bn)th}

n=1

yazilabilir. \* Lebesgue dig ¢lgiisiiniin  6zelliginden

N(ENB) < /\*( [(an,bn)ﬂB]>ggl/\*((an,bn)ﬂB)

[(an; ba) N Bt]) < Zjl A ((an, b) N BY)

1
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N (ENBY < A*(
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esitsizlikleri elde edilir. Hipotez ve (1) ifadesi kullanilirsa Ve > 0 i¢in

N(ENB)+ X (ENBY) < 3 N ((anby) N B) + 3 X* ((an.by) N BY)
= 3 X (an: b))
- iz((an,bn» _ f)ll(fn) <X (E)+e

yazilabilir. Sol taraf e— dan bagimsiz oldugundan istenilen
N(E)>= XN (ENnB)+ X\ (ENnBY)
esitsizligi elde edilir.

SORU 3: X bir kiime; p* doniigiimii P (X) iizerinde dig 6l¢ii olsun. A,

B € P(X) ve p* (B) = 0 oldugunda
(a) w*(AnB)=0.
(b) u* (AU B) = p* (4).
(c) B kiimesi p* olgiilebilirdir.
Gosteriniz.

COZUM 3: (a) AN B C B oldugundan u* (AN B) < p*(B) = 0 saglanip

p* (AN B) =0 bulunur.

(b) A C AU B oldugundan p* (A) < p*(AUB) < p* (A) 4+ p* (B) = p* (A)
olup bu esitsizlikten p* (AU B) = u* (A) elde edilir.
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(c) VF C X igin p*(F) > p*(FNB)+ p*(FN DB esitsizliginin gergek-

lendigini gostermek yeterlidir. F' N B* C F oldugu kullamlirsa
p* (FNBY) <p (F)
olur. u* (F'N B) = 0 oldugu dikkate alinirsa
p (FNB)+p* (FNBY) <y (F)
elde edilir. Dolayisiyla B kiimesi p* olgiilebilirdir.

SORU 4: \* Lebesgue dis olciisii olmak iizere A C R kiimesi \* olgiilebilir

olsun.
(@) N (A+2)=X"(4) (VzreR)
(b) A+z:={a+x: ae€ A} kiimesi \" 6lgiilebilirdir.
Gosteriniz.

COZUM 4: (a) 74 := {(Ik) = ((ar,by)): AC U (ak,bk)} olmak iizere

k=1

N (A) = inf{él([k): (Ik)em}
- inf{li(bk—ak): (Ik)eu}

oldugunu biliyoruz. 74, := {(Ik +2)=((ax +x,by+1x)): A+zC U (ag + z, by + x)}
k=1



olup

N(A+z) — inf{él((ak—i—x,bk—i—x)): ((ak+x,bk+x))ETA+m}
_ inf{:ol (b —ar) . ((am, i) em}

= (@)
elde edilir.
(b) A+ z kiimesinin \* ¢lgiilebilir olmasi i¢in VE C R igin
N(E)=XN(EN(A+2)+ X\ (ENn(A+2))
oldugu gosterilmelidir. Hatirlatmak gerekirse

En(A+z) = [(E—z)NnAl+z

En(A+a2) = [(E—2)nA]+z
esitlikleri gergeklenir. Gergekten bu esitliklerden birincisini elde edelim:

y € [EN(A+x) yeEE NyeA+zx

yeE Ny—x€eA

<

<

<— y—crvel—-ax Ny—xeA
— y—zrze(E—x)NA
<~

yel(E—z)nAl+a



bulunur. (a) sikkindaki ifade kullamlirsa

N(EN(A+z) = N((E—2)nA+a2)

— XN ((E—2)NA)

N (En(A+a2)) = X ([(BE-2)nA] +2)

= \ ((E — ) ﬂAt)
elde edilir. Buradan A kiimesinin Lebesgue 6lgiilebilir olmasi1 kullanilarak

N (ENA+2)+ X (En(A+2)) = X(E-2)nA)+ X\ ((BE—2)nA")
= N\ (F—x)

= N (E)
gercgeklenir. Yani sonug olarak A + x kiimesi A* 6lgiilebilirdir.
SORU 5: a > 0 olmak iizere A C R igin
aA:={aa: ac A}

olsun. Bu durumda

A (aA) = aX" (A)

oldugunu gosteriniz.



COZUM 5: (I,) = (1J,) olmak tizere

N (@A) = infd S 1(J,): (Jn)ETaA}

{f (1) aAdc|Jdw (h)= ((cn,dn))}
_ inf{i 1(L):  AclJ éJn, (J,) = ((cn,dn))}
{f laL):  Ac|JL, (I)= (lJn>}

. ainf{iz(fn): AcC an, (In)em}

elde edilir.

SORU 6: Cantor kiimesinin Lebesgue 6l¢iilebilir oldugunu gosteriniz. Lebesgue
olciisiiniin sifir olacagini bulunuz. Sayilamayan fakat 6lciisii sifir olan kiimeler var

mudir?



CcOzZUM 6:

1
(&5
|

Sekil 1. Cantor Kiimesi

Cantor kiimesi C' := ﬂ C; dir. Herbir C; Lebesgue olgiilebilir oldugundan C'
i=1
Cantor kiimesi de Lebesgue olgiilebilirdir.

A (Cy) = 1
N(Cy) = 1—3-—2

R e .

olup

0021171
X(C)=1-) - =1-1=0

n=1

bulunur. Ayrica belirtmek gerekirse C' Cantor kiimesi sayillamayan kiime olup

A" (C) =0 dir.



SORU 7: Asagidaki kiimelerin Lebesgue ol¢iilerini bulunuz.

(a)A::U{xER: < r<i)
k=1

(b)B::ﬂ{xER: a—;1<x<a—;€rl}
k=1

(C)C::U{xER: s <7< 5%
k=1

(d) D:=(V{zeR: 0<z<%
k=1

3k
(e)E::U{:pER: 0<z< 5
k=1

(f)F::ﬂ{xeR: l—1<z<l+4i}
k=1

(8) G:=|J{reR: 241 <a<5-1
k=1

cOzUM 7: (a) Iy = {x ceR: k—}rl <z< %} diyelim. [ kiimeleri Borel
kiimesi oldugundan \* Lebesgue dis olgiisiine gore olciilebilirdir. Lebesgue dis
olgiisiine gore olgiilebilen A C R kiimelerinin smifi M (R, X\*) ile gosterilirse A\*

Lebesgue dig olgiisiiniin M (R, A*) o—cebirine kisitlamas1 6lgiidiir. Bu 6lgiiye

Lebesgue 6lgiisii ad1 verilir. (/) ayrik kiimelerin bir dizisi oldugundan

o - (00)



bulunur.

(b) Vk € Nigin I, := {z e R: %2 <2 < %2} olsun. Dikkat edilirse (I)

kiimelerin azalan dizisidir. Bunun yardimiyla

=< 1 —1
A<B>=A(ﬂfk):,}EEJUU:,}E&(GZ )=

k=1

gerceklenir.

(c) Vk e Nigin [ := {z € R: iy <2 < 5} olsun. ([;) ayrik kiimelerin

dizisi olup

-3 (0n) £ -5 (- )-

1 =1

bulunur.

(d) Vk € Nigin I, == {z € R: 0<z < 4} olsun. (I;) kiimelerin azalan

dizisidir. O halde

X 1
(ﬂ[k> = lim A (Iy) = Jim = =0
k=1

elde edilir.

(e) Vk € Nigin I, := {z € R: 0<az < g} olsun. ([;) kiimelerin azalan

o=+ (Gr) =+ ()
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bulunur.

(f) Vk € Nigin [, := {# €eR: 1—1 <z <14} olsun. (I) kiimelerin

azalan dizisidir. Buna gore

~ 2
<ﬂ Ik> hm)\ ]k)_khmE:O

k=1

bulunur.

(8) Vk eNigin I, ;= {z € R: 2+ 1 <z <5— +} kiimelerini tammlayalm.

(1)) kiimelerin artan dizisidir. Boylece

A(G)zA(UIk) = lim A (L) = lim <3—%) =0

elde edilir.

SORU 8: u* doniigiimii X iizerinde dig olgii olsun. E C X kiimesi u*

olciilebilir ise VA C X igin
pr(EUA)+p" (ENA)=p" (E)+ p* (A)
oldugunu gosteriniz.
COZUM 8: F kiimesi p* olciilebilir oldugundan VA C X igin
p(A)=p (ANE)+ " (AN E") (2)

dir. (2) ifadesi VA C X igin gergeklendiginden A U E C X igin de gegerlidir.
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Yani,

p(AUE) = p*((AUE)NE)+u (AUE)NEY)

= p(E)+p (ANEY)
yazilabilir. Bu ifade (2) ifadesinde dikkate alinirsa
p(A) =p (ANE)+p" (EUA) —p* (E)

istenileni elde edilir.
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