
4.2. Pozitif Fonksiyonların İntegrali

SORU 1: (fn) , M+ (X,A) kümesinde bulunan fonksiyonların monoton artan

dizisi ve h.h.h. lim
n→∞

fn = f ise

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

gerçeklenir. Gösteriniz (Bu teorem Monoton yakınsaklık teoreminde yakınsaklık

yerine hemen hemen heryerde yakınsaklı̆gın alınabileceğini göstermektedir).

ÇÖZÜM 1: Hemen hemen heryerde lim
n→∞

fn = f ve (fn) monoton artan dizi

olsun.

A :=
{
x ∈ X : lim

n→∞
fn (x) 6= f (x)

}
kümesini tanımlayalım. Bu durumda µ (A) = 0 dır. Dolayısıyla (fnχAt) dizisi

fχAt fonksiyonuna yakınsak olacaktır. Diğer yandan (fn) dizisi monoton ar-

tan olduğundan (fnχAt) dizisi de monoton artandır. ∀n ∈ N için fn ölçülebilir

ve χAt ölçülebilir olduğundan (fnχAt) ölçülebilir fonksiyonların dizisidir. Ayrıca

∀n ∈ N için fn negatif olmayan fonksiyon dizisi olduğundan (fnχAt) negatif ol-

mayan fonksiyon dizisidir. Sonuç olarak fnχAt ∈M+ (X,A) sağlanır. Bu bilgiler

yardımıyla Monoton yakınsaklık teoreminden

lim
n→∞

∫
X

fnχAt dµ =

∫
X

fχAt dµ (1)

gerçeklenir.
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f = fχA + fχAt olup∫
X

f dµ =

∫
X

(fχA + fχAt) dµ =

∫
X

fχA dµ+

∫
X

fχAt dµ (2)

sağlanır. Lebesgue integralinin tanımından

∫
X

fχA dµ =

∫
A

f dµ = sup


∫
A

ϕ dµ : ϕ ∈ S+, ϕ ≤ f

 (3)

yazılabilir. Ak ⊂ A ayrık kümeler,
n⋃
k=1

Ak = A ve ϕ =
n∑
k=1

akχAk olmak üzere

∫
A

ϕ dµ =
n∑
k=1

akµ (Ak) (4)

olduğunu biliyoruz. Ak ⊂ A olduğunda µ (Ak) = 0 gerçeklenmelidir. Dolayısıyla∫
A

ϕ dµ = 0 olup (12) ifadesi dikkate alınırsa
∫
X

fχA dµ = 0 bulunur. Bulunan bu

sonuç (11) ifadesinde göz önüne alındı̆gında

∫
X

f dµ =

∫
X

fχAt dµ (5)

bulunur. Diğer yandan benzer düşünce ile

∫
X

fn dµ =

∫
X

fnχAt dµ (6)

elde edilebilir. (5) ve (6) ifadesi (1) ifadesinde kullanılırsa

lim
n→∞

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

istenilen sonuç elde edilir.
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SORU 2: ϕ ∈ S+ (Basit, ölçülebilir ve negatif olmayan) ve E ∈ A olmak

üzere

γ (E) :=

∫
X

ϕχE dµ

şeklinde tanımlanan dönüşüm A üzerinde ölçüdür. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 2: γ (E) :=

∫
X

ϕχE dµ =

∫
E

ϕ dµ olduğu bilinmektedir.

(i) γ (∅) =

∫
X

ϕχ∅ dµ =

∫
∅

ϕ dµ =

n∑
k=1

akµ (∅) = 0.

(ii) ∀E ∈ A için

γ (E) =

∫
X

ϕχE dµ =

∫
E

ϕ dµ ≥
∫
E

0 dµ = 0µ (E) = 0

gerçeklenir.

(iii) (Ei) A daki ayrık kümelerin bir dizisi olsun. Beppo-Levi teoreminden

γ

( ∞⋃
i=1

Ei

)
=

∫
X

ϕχ ∞⋃
i=1

Ei

dµ

=

∫
X

ϕ

( ∞∑
i=1

χEi

)
dµ

=
∞∑
i=1

∫
X

ϕχEi dµ =
∞∑
i=1

γ (Ei)

elde edilir.

O halde γ dönüşümü A üzerinde ölçüdür.
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SORU 3: f : N→ R, f (x) = 1
x(x+1)

olmak üzere
∫
N
f dµ integralini

(a) µ = λ Lebesgue ölçüsü olmasıdurumunda

(b) µ ölçüsünün sayma ölçüsü olmasıdurumunda

hesaplayınız.

ÇÖZÜM 3: µ ölçüsünün özelliklerini kullanarak

∫
N
f dµ =

∫
∞⋃
n=1

{n}

f dµ

=
∞∑
n=1

∫
{n}

1

x (1 + x)
dµ

=
∞∑
n=1

∫
{n}

1

n (1 + n)
dµ

=
∞∑
n=1

1

n (1 + n)

∫
{n}
dµ =

∞∑
n=1

1

n (1 + n)
µ ({n})

bulunur.

(a) µ = λ Lebesgue ölçüsü olmasıdurumunda µ ({n}) = 0 olacağından

∫
N
f dµ = 0

dır.

(b) µ ölçüsünün sayma ölçüsü olmasıdurumunda ise µ ({n}) = 1 olacağından

∫
N
f dµ =

∞∑
n=1

1

n (1 + n)
= 1
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elde edilir.

SORU 4: (R,B (R) , λ) ölçü uzayıve ∀n ∈ N için fn (x) = χ[0,n] (x) olsun. Bu

durumda

(a) (fn) dizisi monoton artan mıdır?

(b) lim
n→∞

fn = χ[0,n] := f olduğunu gösteriniz.

(c) lim
n→∞

∫
R
fn dλ =

∫
R
f dλ gerçeklenir mi?

ÇÖZÜM 4: (a) ∀n ∈ N için

fn (x) =


1 ; x ∈ [0, n]

0 ; x /∈ [0, n]

; fn+1 (x) =


1 ; x ∈ [0, n+ 1]

0 ; x /∈ [0, n+ 1]

dır. Bu fonksiyonlar dikkate alınırsa

x ∈ [0, n] =⇒ fn (x) = 1, fn+1 (x) = 1

x ∈ (n, n+ 1] =⇒ fn (x) = 0, fn+1 (x) = 1

x /∈ (0, n+ 1) =⇒ fn (x) = 0 fn+1 (x) = 0

olup ∀x ∈ R ve ∀n ∈ N için fn (x) ≤ fn+1 (x) gerçeklenir. O halde (fn) dizisi

fonksiyonların monoton artan dizisidir.
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(b) x ∈ R olmak üzere

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞

χ[0,n] = lim
n→∞


1 ; x ∈ [0, n]

0 ; x /∈ [0, n]

=


1 ; x ∈ [0,∞)

0 ; x /∈ [0,∞)

= χ[0,∞) (x)

sağlanır.

(c)

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ = lim

n→∞

∫
R
χ[0,n] (x) dλ = lim

n→∞

∫
[0,n]

dλ = lim
n→∞

λ ([0, n]) = +∞

ve ∫
R
f dλ =

∫
R
χ[0,∞) dλ =

∫
[0,∞)

dλ = +∞

olup istenilen eşitlik sağlanır.

SORU 5: (R,B (R) , λ) ölçü uzayıve ∀n ∈ N için fn (x) = n
n+1

χ[−n+1
n
,n+1
n ] (x)

olmak üzere

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ

ifadesini hesaplayınız.

ÇÖZÜM 5: ∀n ∈ N için fn fonksiyonlarıbasit fonksiyon olup

fn (x) =


n
n+1

; x ∈
[
−n+1

n
, n+1

n

]
0 ; x /∈

[
−n+1

n
, n+1

n

]
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dır. Şimdi Monoton yakınsaklık teoreminin hipotezlerini sağlatalım:

(i) ∀x ∈ R ve ∀n ∈ N için fn (x) ≥ 0.

(ii)
[
−n+1

n
, n+1

n

]
kümesi ölçülebilir olduğundan ∀n ∈ N için fn fonksiyonları

da ölçülebilirdir.

(iii) x ∈ R için

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞


n
n+1

; x ∈
[
−n+1

n
, n+1

n

]
0 ; x /∈

[
−n+1

n
, n+1

n

]
=


1 ; x ∈ [−1, 1]

0 ; x /∈ [−1, 1]

= χ[−1,1] (x)

elde edilir.

(iv) ∀x ∈ R ve ∀n ∈ N için fn (x) ≤ fn+1 (x) olduğunu göstermeliyiz.

fn (x) =


n
n+1

; x ∈
[
−n+1

n
, n+1

n

]
0 ; x /∈

[
−n+1

n
, n+1

n

] ve fn+1 (x) =


n+1
n+2

; x ∈
[
−n+2
n+1

, n+2
n+1

]
0 ; x /∈

[
−n+2
n+1

, n+2
n+1

]
olup

x ∈
[
−n+2
n+1

, n+2
n+1

]
=⇒ fn (x) = n

n+1
, fn+1 (x) = n+1

n+2

x /∈
[
−n+1

n
, n+1

n

]
\
[
−n+2
n+1

, n+2
n+1

]
=⇒ fn (x) = n

n+1
, fn+1 (x) = 0

x /∈
[
−n+1

n
, n+1

n

]
=⇒ fn (x) = 0, fn+1 (x) = 0
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ifadelerinden (fn) dizisinin fonksiyonların monoton artan dizisi olmasıelde edilir.

Dolayısıyla (fn) dizisi Monoton yakınsaklık teoreminin hipotezlerini gerçekler.

Böylece

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ = lim

n→∞

∫
R

n

n+ 1
χ[−n+1

n
,n+1
n ] dλ

=
∫
R

lim
n→∞

(
n

n+ 1
χ[−n+1

n
,n+1
n ]

)
dλ

=
∫
R
χ[−1,1]dλ =

∫
[−1,1]

dλ = 2

bulunur.

SORU 6: (R,B (R) , λ) ölçü uzayıve ∀n ∈ N için fn (x) = 1
n
χ[n,∞) (x) olmak

üzere

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ 6=

∫
R
f (x) dλ

olduğunu gösteriniz. Bu sonuç Monoton yakınsaklık teoremi ile çeli̧sir mi? (Bu-

rada f fonksiyonu (fn) dizisinin yakınsadı̆gıfonksiyondur).

ÇÖZÜM 6: ∀n ∈ N için fn ∈M+ (R,B (R)) dir. Ayrıca

lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞


1
n

; x ∈ [n,∞)

0 ; x /∈ [n,∞)

= 0 := f (x)
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gerçeklenir. Bu ifadeler yardımıyla

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ = lim

n→∞

∫
R

1

n
χ[n,∞) dλ

= lim
n→∞

1

n
λ ([n,∞)) = +∞

ve ∫
R
f dλ =

∫
R

0 dλ = 0

bulunur. Dolayısıyla

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ 6=

∫
R
f (x) dλ

sağlanır. Diğer yandan x ∈ [n, n+ 1) için fn (x) = 1
n
, fn+1 (x) = 0 olduğundan

(fn) dizisi fonksiyonların monoton artan dizisi olamaz. Böylece elde edilen sonuç

Monoton yakınsaklık teoremi ile çeli̧smez.

SORU 7: (R,B (R) , λ) ölçü uzayıolmak üzere ∀n ∈ N için fn (x) = 1
n
χ[0,n] (x)

ve f = 0 fonksiyonları veriliyor. (fn) fonksiyon dizisinin f = 0 fonksiyonuna

düzgün yakınsak olduğunu gösteriniz.

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ =

∫
R
f (x) dλ

mıdır?

ÇÖZÜM 7: ∀n ∈ N ve ∀x ∈ R için

|fn (x)− f (x)| =
∣∣∣∣ 1nχ[0,n] (x)− 0

∣∣∣∣ ≤ 1

n
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olup (cn) =
(
1
n

)
dizisi sıfıra yakınsayan dizi olduğundan (fn) fonksiyon dizisi

f = 0 fonksiyonuna düzgün yakınsaktır. Diğer yandan

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ = lim

n→∞

∫
R

1

n
χ[0,n] dλ

= lim
n→∞

1

n
λ ([0, n]) = 1

ve ∫
R
f (x) dλ =

∫
R

0 dλ = 0

gerçeklenip

lim
n→∞

∫
R
fn (x) dλ 6=

∫
R
f (x) dλ

olduğu görülür.

SORU 8: Monoton yakınsaklık teoremini kullanarak

lim
n→∞

1∫
0

(
1 +

x

n

)n
dx = e− 1

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 8: ∀n ∈ N ve ∀x ∈ [0, 1] için (fn (x)) =
((

1 + x
n

)n)
olarak belirleye-

lim.

(i) ∀n ∈ N ve ∀x ∈ [0, 1] için fn (x) > 0 dır.

(ii) ∀n ∈ N ve ∀x ∈ [0, 1] için fn (x) =
(
1 + x

n

)n
fonksiyonlarısürekli olduğun-

dan ölçülebilirdir.
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(iii) lim
n→∞

fn (x) = lim
n→∞

(
1 + x

n

)n
= ex := f (x) .

(iv) Bernoulli eşitsizliği kullanılırsa ∀n ∈ N ve ∀x ∈ [0, 1] için

fn+1 (x)

fn (x)
=

(
1 + x

n+1

1 + x
n

)n+1 (
1 +

x

n

)
=

(
n2 + nx+ n

n2 + nx+ n+ x

)n+1
n+ x

n

=

(
1− x

(n+ x) (n+ 1)

)n+1
n+ x

n

≥
(

1− x

n+ x

)
n+ x

n
= 1

gerçeklenir. Dolayısıyla ∀n ∈ N ve ∀x ∈ [0, 1] için fn (x) ≤ fn+1 (x) sağlanır. O

halde Monoton yakınsaklık teoreminden

lim
n→∞

1∫
0

(
1 +

x

n

)n
dx =

1∫
0

ex dx = e− 1

istenilen eşitlik bulunmuş olur.

SORU 9: α > 1 için

∞∫
0

xα−1
e−x

1− e−xdx = Γ (α)
∞∑
n=1

1

nα

olduğunu gösteriniz. Burada Γ (α) =
∞∫
0

e−xxα−1dx (Gama fonksiyonu) dır.

ÇÖZÜM 9:
∞∑
k=1

uk = u
1−u (|u| < 1) serisi düzgün yakınsaktır. x ∈ (0,∞) için

|e−x| < 1 olduğundan

e−x

1− e−x =
∞∑
k=1

e−kx
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gerçeklenir. ∀n ∈ N için

sn (x) := xα−1
n∑
k=1

e−kx; α > 1, x > 0

tanımlayalım. Bu durumda soruda verilen ifade

∞∫
0

xα−1
e−x

1− e−xdx =
∞∫
0

(
lim
n→∞

sn (x)
)
dx

olarak yazılabilir. O halde (sn) fonksiyon dizisine Monoton yakınsaklık teoremini

uygulayalım:

(i) ∀x ∈ (0,∞) ve ∀n ∈ N için sn (x) > 0 dır.

(ii) ∀x ∈ (0,∞) ve ∀n ∈ N için sn fonksiyonlarısürekli olduğundan sn fonksiy-

onlarıölçülebilirdir.

(iii) ∀x ∈ (0,∞) için

lim
n→∞

sn (x) = lim
n→∞

xα−1
n∑
k=1

e−kx

= xα−1
∞∑
k=1

e−kx

= xα−1
e−x

1− e−x

gerçeklenir.

(iv) ∀x ∈ (0,∞) ve ∀n ∈ N için

sn (x) = xα−1
n∑
k=1

e−kx ≤ xα−1
n+1∑
k=1

e−kx = sn+1 (x)
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olup (sn) fonksiyonların artan dizisidir.

Dolayısıyla Monoton yakınsaklık teoreminden

∞∫
0

xα−1
e−x

1− e−xdx =
∞∫
0

(
lim
n→∞

sn (x)
)
dx

= lim
n→∞

∞∫
0

sn (x) dx

= lim
n→∞

∞∫
0

(
xα−1

n∑
k=1

e−kx
)
dx

= lim
n→∞

n∑
k=1

(∞∫
0

xα−1e−kxdx

)
=

∞∑
k=1

(∞∫
0

xα−1e−kxdx

)
= Γ (α)

∞∑
n=1

n−α

istenilen eşitlik gerçeklenmi̧s olur.

SORU 10: (R,B (R) , λ) ölçü uzayıolsun. Aşağıda verilen fonksiyon dizileri

için Fatou lemmasının geçerli olup olmadı̆gınıaraştırınız.

(a) fn (x) = nχ[ 1n ,
2
n ] (x)

(b) gn (x) = χ[n,n+1) (x)

(c) hn (x) = χ[n,∞) (x)

(d) rn (x) =


−2n−1

n
; a ≤ x < b− 1

n

0 ; b− 1
n
≤ x < b
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ÇÖZÜM 10: (a) fn (x) =


n ; x ∈

[
1
n
, 2
n

]
0 ; x /∈

[
1
n
, 2
n

] olup ∀n ∈ N ve ∀x ∈ R

için fn (x) ≥ 0 ve ölçülebilirdir. Ayrıca ∀x ∈ R için lim inf
n→∞

fn (x) = 0 dır.

∫
R

lim inf
n→∞

fn dx =
∫
R

0 dx = 0

ve

lim inf
n→∞

∫
R
fn dx = lim inf

n→∞

∫
R
nχ[ 1n ,

2
n ] dx = lim inf

n→∞
nλ

([
1

n
,

2

n

])
= 1

sağlanıp Fatou lemmasıgerçeklenir.

(b) gn (x) =


1 ; x ∈ [n, n+ 1)

0 ; x /∈ [n, n+ 1)

olup ∀n ∈ N ve ∀x ∈ R için gn (x) ≥ 0

ve ölçülebilirdir. x ∈ R için lim
n→∞

gn (x) = 0 olup lim inf
n→∞

gn (x) = 0 dır.

∫
R

lim inf
n→∞

gn dx =
∫
R

0 dx = 0

ve

lim inf
n→∞

∫
R
gn dx = lim inf

n→∞

∫
R
χ[n,n+1) dx = lim inf

n→∞
λ ([n, n+ 1)) = 1

olup Fatou lemmasısağlanır.

(c) hn (x) =


1 ; x ∈ [n,∞)

0 ; x /∈ [n,∞)

olup ∀n ∈ N ve ∀x ∈ R için hn (x) ≥ 0

ve ölçülebilirdir. Ayrıca x ∈ R için lim
n→∞

hn (x) = 0 olup lim inf
n→∞

hn (x) = 0 dır.

∫
R

lim inf
n→∞

hn dx =
∫
R

0 dx = 0
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ve

lim inf
n→∞

∫
R
hn dx = lim inf

n→∞

∫
[n,∞)

dx =∞

eşitlikleri dikkate alınırsa Fatou lemmasının gerçeklendiği görülür.

(d) ∀n ∈ N ve x ∈
[
b− 1

n
, b
)
için rn (x) < 0 olduğundan Fatou lemmasıgeçerli

değildir.

SORU 11: (X,A, µ) ölçü uzayı ve (fn) dizisi f fonksiyonuna yakınsayan,

pozitif, ölçülebilir fonksiyonların dizisi olsun. ∀n ∈ N için fn ≤ f ise

∫
X

f dµ = lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ

gerçeklenir. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 11: Fatou lemmasından

∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ

gerçeklenir. fn
n→∞−→ f olduğundan lim inf

n→∞
fn = f dir. Bu durumda

∫
X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ (7)

sağlanır. fn, f fonksiyonlarıpozitif ölçülebilir fonksiyonlar ve ∀n ∈ N için fn ≤ f

olduğundan ∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµ =⇒ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ ≤
∫
X

f dµ (8)

bulunur. (7) ve (8) ifadesinden istenilen eşitlik bulunur.
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SORU 12: (X,A, µ) ölçü uzayı, h ∈ M+ (X,A) ve
∫
X

h dµ < ∞ olsun. Eğer

(fn) dizisi ∀n ∈ N için −h ≤ fn olacak şekilde ölçülebilir fonksiyonların dizisi ise

∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ

olduğunu gösteriniz.

ÇÖZÜM 12: ∀n ∈ N için −h ≤ fn olduğundan gn = fn + h ile tanımlı(gn)

dizisi pozitif ölçülebilir fonksiyonların dizisidir. Dolayısıyla (gn) dizisine Fatou

lemmasıuygulanabilir.

∫
X

lim inf
n→∞

(fn + h) dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

(fn + h) dµ

= lim inf
n→∞

[∫
X

fn dµ+
∫
X

h dµ

]
= lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ+
∫
X

h dµ (9)

(9) ifadesi kullanılırsa

∫
X

(
lim inf
n→∞

fn + h
)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
X

fn dµ+
∫
X

h dµ

∫
X

lim inf
n→∞

fn dµ+
∫
X

h dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ+
∫
X

h dµ

elde edilir.
∫
X

h dµ <∞ olduğundan istenilen eşitsizlik gerçeklenir.
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