4.3. Integrallenebilen Fonksiyonlar
SORU 1: (N, P(N), u) 6lgii uzay: ve p sayma olgiisii olsun.
fel«— Z_:l|f(n)| < 00
onermesinin dogru oldugunu gosteriniz. Bu durumda
Jfdu= 73 f(n)
N n=1
dir.

COZUM 1: p sayma ol¢iisiiniin dzelliginden

o0

U

n=1

g\f!du = | Ifldu

[e.9]

= nZl{f}lﬂ dp
:ﬂimmimzﬁuwmwniiww

esitligi gerceklenir. Bu egitlikten f € £ <= > |f (n)| < oo 6nermesinin dogru
n=1
oldugu goriiliir. Yukarida yapilan iglemler |f| yerine f alinmasi ile tekrardan

yapilirsa
[fdp=3 f(n)
N n=1

elde edilir.



SORU 2: (X, A, pu) olgii uzay, f € L, p(E) = 0 olsun. Bu durumda

Jfdp=0
E
oldugunu gosteriniz.
CcOzZUM 2:
f, vek
fxe =
0 ; z¢F

olup p (E) = 0 oldugundan hemen hemen heryerde fxn = 0 dir. Bu durumda

JOdp= [ fxg dp
X X

gerceklenir. Bu ifade ise
Jfduw= [fxgdp=0
E X

olmasini gerektirir.
SORU 3: (R,B(R), \) olgii uzay:

1 e
fx) =
-2 ; x¢Q

olmak tizere [ f d) integralini hasaplayimz.
[0,1]

COZUM 3: )\ (Q) = 0 oldugundan hemen hemen heryerde f (z) = 2% — 2 dir.

g: R—R

z—g(z)=23—2
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olarak tamimlayalim. Bu durumda

[ fax= [ gadx
[0,1] [0,1]
saglanir. g fonksiyonu Riemann anlaminda integrallenebilir oldugundan Lebesgue

anlaminda da integrallenebilirdir ve bu iki integral degerleri birbirine esittir.

Dolayisiyla

1
[ fdx= fgd)\:f(x3—2)dx:—z
[0,1] [0,1] 0 4

bulunur.

SORU 4: (R,B(R), \) olgii uzay:

e® ;e
f(x) =
2 5 z¢Q
olmak tizere | f dX integralini hasaplaymz.
[0,1]
COZUM 4:

g: R—R

r—g(z)=123
olarak tammlayalim. A (Q) = 0 oldugundan hemen hemen heryerde f = g dir.

Bu durumda

J fdx= [ gdX

[0,1] [0,1]

saglamir. ¢ (z) = 23 fonksiyonu [0,1] araliinda Riemann anlaminda integral-
lenebilir oldugundan Lebesgue anlaminda da integrallenebilir olup bu integraller
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birbirlerine esittir. Dolayisiyla

1 1
[fdx= [gd\= [2°dx =~
[0,1] (0,1] 0 4

bulunur.
SORU 5: (R,B(R),\) olgii uzay1 ve f:[0,1] — R

+oo ;5 z¢Q
f(z) =

0 ; z€Q@Q

olmak tizere | f d\ integralini hesaplayimz.
[0,1]

COZUM 5: Hatirlatacak olursak "(X, A, p) olcii uzayi, f : X — [—o0, +00]
olsun. f € L = H.h.h. z € X igin |f (z)| < 00." 6nermesi dogrudur. Soruya
donecek olursak A (Q) = 0 oldugundan h.h.h. z € [0,1] igin f () = +oo0 dur. O

halde hatirlatmadan f ¢ £ dir.

SORU 6: f € L ve g fonksiyonu siirl ve olgiilebilir fonksiyon ise fg € L

oldugunu gosteriniz.

COZUM 6: Vr € X icin |g(z)] < K olacak sekilde K > 0 vardir. f € L

oldugu dikkate alinirsa

[1fgl du= [1f] lgldp < [K|f] du=K[|f] du< o
X X X X

elde edilir. Boylece fg € L saglanir.



SORU 7: (X, A, u) olcii uzayl, Vn € N igin f,, € L olsun. (f,) dizisi f
fonksiyonuna yakinsak ve
lim [ £, — f| du =0
n*)OOX
ise lim [ |f,] du = [|f| du oldugunu gosteriniz.

COZUM 7: Vn € Nicin f, € £ oldugu dikkate alinirsa

0= lim [[f, = f| dp > lim [[|fu] = [f]] dp > lim ‘f(lfnl = /1) du‘ >0
gerceklenir. Buradan
im | [[fu| dp— [1f] du‘ =0
olup istenilen ifade elde edilir.

SORU 8: Lebesgue yakinsaklik teoremini kullanarak

1

lim (1 n f)_” d
n— oo n

0

ifadesini hesaplayiniz.

COZUM 8: Vn € N ve Vo € [0,1] i¢in f,(z) = (1+2)" olsun. Simdi

Lebesgue yakinsaklik teoreminin hipotezlerini saglatalim:

(1) Vn € N ve Vz € [0,1] i¢in f, fonksiyonlan siirekli oldugundan f,, fonksiy-

onlar1 olgiilebilirdir.



n

(ii) Vo € [0,1] igin lim f, (z) = lim (1+2)7" = e~ dir.

n—oo

(2ii) f (z) = e~* fonksiyonu siirekli oldugundan 6lgiilebilirdir.

(iv) ¥n € N igin

— - - < —
f@l=(1+2) <1=g(@)
1
olup / g (z) dz < oo saglanir.
0

Dolayisiyla Lebesgue yakinsaklik teoreminden

1 1

—-n 1

lim <1+£> dx:/e_xdle——

n—oo n e
0 0

elde edilir.

SORU 9: Lebesgue yakinsaklik teoreminden

[e.e] z2

. € n
lim [ ——dz =0
n—oo n
1

oldugunu gosteriniz.

22

COZUM 9: Vn € N ve Vz € [1,00) igin f, (z) = &= olsun.

n

(i) Vn € N ve Vx € [1,00) igin f,, fonksiyonlar siirekli oldugundan f,, fonksiy-

onlar olgiilebilirdir.

22

e n
n

(17) Vo € [1,00) i¢in lim f, (z) = lim = 0 olur.

(23i) f (x) = 0 sabit fonksiyon oldugundan 6lgiilebilirdir.
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(iv) Vo € [1,00) igin = < e” esitsizligi dikkate alindiginda

e n n 1
| fu ()] = S 5= =g (z)
olup / g(x)dr = / m—lgda: < oo gergeklenir.
1 1

O halde Lebesgue yakinsaklik teoreminden

o0 2 [e.e]

lim e—ndx = /de =0
n—00 n
1 1

elde edilir.

SORU 10: Lebesgue yakinsaklik teoremi yardimiyla

1

1
lim [ ————d
o) (1422 "
0

ifadesini hesaplayiniz.

COZUM 10: Vn € N ve Va € [0,1] igin f, (z) =

m olarak tanimlayalim.

(1) Yn € N ve Vz € [0,1] icin f, fonksiyonlar1 siirekli oldugundan f, fonksiy-

onlar olgiilebilirdir.

(i)
1 ; =0
lim f, () =

n—oo

0 ; ze€(0,1]

olup (f,,) dizisi f = 0 fonksiyonuna hemen hemen heryerde yakinsaktir.



(27i) f fonksiyonu sabit fonksiyon olup 6lgiilebilirdir.

(iv) Vn € N ve Vo € [0,1] igin

)] = gy <

1

olup /g (r) dr < oo dur.

0
Dolayisiyla Lebesgue yakinsaklik teoreminden
1 1

. 1
0 0

elde edilir.

SORU 11: Lebesgue yakinsaklik teoreminden faydalanarak

1
"+ 1
lim T de = —
n—oo | ™+ 2 2
0

oldugunu gosteriniz.

COZUM 11: Vn € N ve Vz € [0,1] igin f, (z) = i:i; olsun.

(i) Vn € N ve Vo € [0,1] icin f,, fonksiyonlar siirekli oldugundan f,, fonksiy-

onlar olgiilebilirdir.

(i7)

wWIno

"+1
limfn(a:):hmx T

n—o00 n—oo g™ + 2 o

N =
8
m
=)
—
SN—



olup (f,) dizisi f (z) = 5 fonksiyonuna hemen hemen heryerde yakinsaktur.

(iii) f (x) = % sabit fonksiyon olup olciilebilirdir.

— 2

(iv) Yn € N ve Vz € [0, 1] i¢in

[fo ()] =1

<1=
"+ 2 9()

1
olup / g (z) dz < oo saglanir.
0
O halde Lebesgue yakinsaklik teoreminden

1 1

ni1 1 1
lim T d:t::/—dx:—
2 2

n—oo [ ™ 4 2
0 0

oldugu goriiliir.
SORU 12: Lebesgue yakinsaklik teoremini kullanarak
) T =Y

oldugunu gosteriniz.

X3 .o 3
COZUM 12: Vn € N ve Va € [0,1] icin f, (z) = —23%; olarak tanimlayalim.

1+n323

(i) Vn € N ve Vz € [0,1] i¢in f, fonksiyonlan siirekli oldugundan f,, fonksiy-

onlar olgiilebilirdir.
(17) Vo € [0,1] i¢in lim f, (z) = 0= f (x) dir.

(73i) f (z) = 0 fonksiyonu olgiilebilirdir.
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(iv) ¥Yn € N igin | f,, ()| < g (x) olacak sekilde g € £ var mudir? Boyle bir ¢
fonksiyonunun varligini tiirev yardimiyla bulalim:

3
t2x

ile tanimlayalim.
% (ﬁa: — t%x‘l)

(1 + t323)2

0
aft (z) =

olup ¢ = 0 ve t = * kritik noktalardwr. fi (z) = ﬁg, fo () = 0 degerleri bulunur.
Dolayisiyla V¢t € R igin | f; ()| < ﬁ = g (x) gergeklenmelidir. Bundan dolay:
1 1

Vn € Nigin de |f, (z)| < ﬁ% = ¢ (z) saglanir. Ayrica /g (x)de = /ﬁ%d:p < 00

olup g € L dir.

Lebesgue yakinsaklik teoreminden

1 3 1
. n2x
i [ e = fode=0
0 0

bulunur.

SORU 13: Lebesgue yakinsaklik teoremini kullanarak

2
n

lim dr =1
n—oo | 14 "
0

oldugunu gosteriniz.

COZUM 13: V¥n € N ve Vo € [0,2] igin f, (r) = 2 olsun.

14a™
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(i) Vn € N ve Vz € [0,2] i¢in f,, fonksiyonlan siirekli oldugundan f,, fonksiy-

onlar1 olgiilebilirdir.
(i)

n

x
lim f, = 1 =
2 )= T

N | =
8

I

—_

—_

;o 1< <2

\

oldugu dikkate alindiginda hemen hemen her z € [0, 1] i¢in lim f, (z) =0 = f,

hemen hemen her z € [1,2] i¢in lim f, (z) =1= } saglanir.
(1ii) f ve ;‘ fonksiyonlar1 sabit fonksiyon oldugundan 6lgiilebilirdir.

(iv) Yn € N ve Vo € [0, 2] i¢in

n

fa@)] = 7 <1=9()

2
olup / g (z) dz < oo saglanur.
0

Dolayisiyla Lebesgue yakinsaklik teoreminden

2 1 2
lim v dr = lim v dr + v dx
0 0 1
1 2
= lim dr + lim dx

1

0
1 2
= /de—i—/ldx:l
0 1

istenilen elde edilir.
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