4.4. Lebesgue Integrali ve Riemann Integrali Arasindaki Iligki

SORWU 1: C Cantor kiimesi olsun. Bu durumda x fonksiyonu [0, 1] araliginda

Riemann anlaminda integrallenebilirdir ve
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oldugunu gosteriniz.

COZUM 1: Bilinmektedir ki x,, fonksiyonu [0, 1] \C' kiimesinin tiim nokta-
larinda siirekli, C' kiimesinin tiim noktalarinda siireksizdir. A (C') = 0 oldugundan
X¢ fonksiyonu [0, 1] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir. Hemen

hemen heryerde x~ = 0 oldugu dikkate alinirsa
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elde edilir.
SORU 2: f :[0,1] — [0,00) ile tamimli fonksiyon (0, 1] araligimn tiim ka-
pali alt araliklarinda Riemann anlaminda integrallenebilen fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun [0, 1] araliginda Lebesgue anlaminda integrallenebilir olmas: igin

gerek ve yeter sart
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ifadesinin mevcut olmasidir ve ayrica,
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dir. Gosteriniz.

COZUM 2: (=) Kabul edelim ki f fonksiyonu [0, 1] araliginda Lebesgue
anlaminda integrallenebilir olsun. Ayrica (0, 1] araligimin elemanlarindan olugan
(€), (€, — 0) dizisini dikkate alahm. Vn € N icin g,, = fx, 1 fonksiyonu tanim-

lansin. Bu durumda hemen hemen heryerde g, /" f saglanir. Dolayisiyla
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elde edilir. Bu ise lim._q [ f (z) dx ifadesinin mevcut ve
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olmasini gerektirir.
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(=) limc_o [ f (z) dz ifadesi meveut olsun. €, = + olmak iizere (g,) dizisi

yukaridaki gibi tanimlansin. Bu durumda hemen hemen heryerde g, " f ve
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saglanir. Dolayisiyla f bir iist fonksiyon olup Lebesgue integrallenebilirdir.



SORU 3: f:]0,1] — R olmak iizere

ile tanimli fonksiyonun Lebesgue integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart

p > —1 olmasidir. Ayrica, f Lebesgue integrallenebilir ise
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gerceklenir. Gosteriniz.

COZUM 3: 0 < ¢ < 1 olmak iizere acik olarak
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gergeklenir. Dolayisiyla lim,_o [ #Pdz ifadesinin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter

sart p > —1 olup bu durumda limit degeri ﬁp dir. Sonug olarak Soru 2 dikkate

alinirsa istenilen elde edilir.



