
5. Lp UZAYLARI

SORU 1: µ (X) = 1 ve 0 < p < q ≤ ∞ olsun. Eğer f fonksiyonu Lq uzayına

ait ise

‖f‖p ≤ ‖f‖q

sağlanır. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 1: µ (X) = 1 ve 0 < p < q <∞ olsun. f ∈ Lq için Lq ⊂ Lp olduğu

bilindiğinden f ∈ Lp elde edilir.

r = q
p
> 1 olmak üzere 1

r
+ 1
s
= 1 olacak şekilde s > 1 sayısınıseçelim. |f |p ∈ Lr

ve 1 ∈ Ls olduğundan Hölder eşitsizliği yardımıyla

(
‖f‖p

)p
=

∫
|f |p dµ

=

∫
|f |p .1dµ

≤
(∫
|f |pr dµ

) 1
r
(∫

1sdµ

) 1
s

=

(∫
|f |pr dµ

) 1
r

=

(∫
|f |q dµ

) p
q

=
(
‖f‖q

)p
elde edilir. q =∞ olmasıdurumunda ise

‖f‖p =
(∫
|f |p dµ

) 1
p

=

(∫
(‖f‖∞)

p dµ

) 1
p

= ‖f‖∞ = ‖f‖q

gerçeklenir.

SORU 2: f ∈ L1 ∩ L∞ olsun. Bu durumda
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(a) 1 < p <∞ için f ∈ Lp dir.

(b) Eğer µ (X) <∞ ise lim
n→∞

‖f‖p = ‖f‖∞ sağlanır. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 2: (a) M = ‖f‖∞ olsun. Bu durumda aşağıdaki

|f |p = |f |p−1 |f | ≤Mp−1 |f |

eşitsizliği 1 < p <∞ için f ∈ Lp olduğunu göstermektedir.

(b) ∀n ∈ N için pn > 1 ve lim
n→∞

pn = ∞ koşullarınısağlayan (pn) pozitif reel

sayılar dizisini dikkate alalım.

‖f‖pn =

(∫
|f |pn dµ

) 1
pn

≤ ‖f‖∞ [µ (X)]
1
pn

eşitsizliğinden

lim sup ‖f‖pn ≤ ‖f‖∞

sağlanır. 0 < ε < M olmak üzere

E = {x ∈ X : |f (x)| ≥ ‖f‖∞ − ε}

ölçülebilir kümesi için µ (E) > 0 sağlanır. (‖f‖∞ − ε)
pn χE ≤ |f |

pn eşitsizliğinden

(‖f‖∞ − ε) [µ (E)]
1
pn ≤ ‖f‖pn

ve 0 < ε < M için

‖f‖∞ − ε ≤ lim inf ‖f‖pn
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sağlanır. Yani

‖f‖∞ ≤ lim inf ‖f‖pn

gerçeklenir. Dolayısıyla

lim sup ‖f‖pn ≤ ‖f‖∞ ≤ lim inf ‖f‖pn

elde edilir. Bu ise lim
n→∞

‖f‖pn = ‖f‖∞ ve istenilen elde edilir.

SORU 3: (X,A, µ) ölçü uzayıve µ (X) = 1 olsun. f, g ∈ L1 olmak üzere

hemen hemen her x için f (x) g (x) ≥ 1 ise bu durumda

(∫
fdµ

)(∫
gdµ

)
≥ 1

dir. Gösteriniz.

ÇÖZÜM 3:
√
f ve

√
g fonksiyonlarının L2 uzayına ait olduklarıve hemen

hemen her x için
√
f (x)

√
g (x) ≥ 1 olduğu açıktır. Hölder eşitsizliği kullanılırsa

1 =

∫
1dµ ≤

∫ √
f
√
gdµ

≤
(∫ (√

f
)2
dµ

) 1
2
(∫

(
√
g)2 dµ

) 1
2

olduğu görülür.
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