5. L, UZAYLARI

SORU 1: pu(X)=1ve0 < p<q<ooolsun. Eger f fonksiyonu L, uzayina
ait ise
171, < I1£1l,
saglanir. Gosteriniz.
COZUM 1: p(X)=1ve0<p<g<ooolsun. f € L, icin L, C L, oldugu

bilindiginden f € L, elde edilir.

r= ]% > 1 olmak iizere %+§ = 1 olacak gekilde s > 1 sayisim segelim. |f|” € L,

ve 1 € L, oldugundan Holder esitsizligi yardimiyla

(11,)" = [ usran
_ /]f|p.1du
(/If!”du): </15du>s ,,
) ( / f,mdu)f _ ( /i f,Qdu)“ = (I71,)"

elde edilir. ¢ = co olmasi durumunda ise

= (fira) = (fusiora) = 1=,

gerceklenir.

IN

SORU 2: f € L;N Ly olsun. Bu durumda
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(a) 1 < p<ooigin f € L, dir.

(b) Eger p(X) < oo ise TL]LIEIQ 1£]l, = [ fllo saglanr. Gosteriniz.
COZUM 2: (a) M = ||f|. olsun. Bu durumda asagidaki
FIP =P 1< Mt |
esitsizligi 1 < p < oo icin f € L, oldugunu gostermektedir.

(b) Vn € N igin p, > 1 ve lim p, = oo kosullarim saglayan (p,,) pozitif reel

sayilar dizisini dikkate alalim.

1/

= ( [ du);"

< Nl [ ()]
esitsizliginden
limsup [|f]l,, <[]l
saglanir. 0 < ¢ < M olmak iizere

E={zeX:[f(@)]=]fle—e

olgiilebilir kiimesi i¢in p (E) > 0 saglamr. (|| f|| . — €)™ xz < |f|"" esitsizliginden

(1flloe = ©) [ (B < |If

p'VL
ve 0 < e < M igin
[flloe =€ < liminf | £]],,
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saglanir. Yani

[l < liminf [ f

Pn

gerceklenir. Dolayisiyla

timsup ||, < [l fll.. < liminf | ]|,

elde edilir. Buise lim | f][, = [If|l,, ve istenilen elde edilir.

SORU 3: (X, A, p) olgii uzayr ve p(X) = 1 olsun. f,g € L; olmak iizere

hemen hemen her z i¢in f (z) g (x) > 1 ise bu durumda

(/) ()

dir. Gosteriniz.

COZUM 3: /T ve /9 fonksiyonlarmin Ly uzaymna ait olduklari ve hemen

hemen her x i¢in /f (2)y/¢g (z) > 1 oldugu aciktir. Holder esitsizligi kullanilirsa
1= [ [ Vi

() (frore)

IN

oldugu goriiliir.



