5.1 Olgiisel Yakinsaklik

SORU 1: f: [a,b] — R fonksiyonu diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. Eger
f tiirevi [a,b] arahiginda diizgiin smirh ise f fonksiyonu Lebesgue anlaminda

integrallenebilirdir ve

[rn=ro-f@
[a,0]

dir. Gosteriniz.

COZUM 1: f: R — R fonksiyonu diferensiyellenebilir ve Vz € [a,b] icin

f' ()| < M olacak sekilde M > 0 sabitini dikkate alalim.

f@)+f (@) (x—a) ; z<a

FO+ @) (@=b) ; z>b

f(x) =

olarak tanimlansin. f fonksiyonu R {izerinde tanimli ve diferensiyellenebilir oldugu

kabul edilebilir.z € R icin

) =n |1 (242) = 1 @)

ile tamimh (f,,) diferensiyellenebilir fonksiyonlar dizisini dikkate alalim. Herbir
r € Ricin f, (x) — f (x) saglamir. Ortalama deger teoremi kullamilirsa herbir
x € Rigin |f, ()] < M oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla Lebesgue yakinsak-

lik teoremi dikkate alinirsa, f fonksiyonu [a,b] araliginda Lebesgue anlaminda



integrallenebilir ve

n—oo

/fd)\_hm fn() (1)

[a,b]

saglanir. v =z + % degisken degistirmesi yapilirsa

b

/fn(x)dx - /f<x+ )dx—/f

a

'b+%
= n /f(u)du—/f(a:)d:v
\aJrl a
((b+l atl
=n /f da:—/f
b+;
il f(ﬂ?)dﬂf f flz
= 2 1 1 _>f(b>_f<a>

bulunur. (1) ifadesi yardimiyla istenilen elde edilir.

SORU 2: (f,) olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ve f : X — R fonksiyon

olsun. Ve > 0 icin

i " ({o € X+ |fu (@) = £ ()] 2 ) =0
saglansin. Bu durumda f fonksiyonu 6l¢iilebilirdir. Gosteriniz.

COZUM 2: (k,) pozitif tamsayilarin artan dizisi yle ki Vk > k,, icin

w({rexih@-r@izi}) <o

2



saglansm. Vn € N icin

Bo={r e Xl () - /@) 2 1)

n

o0

kiimesi ve £ = (| |J E, tammlansin. Bu durumda Vm € N igin
m=1n=m

pr(E) < p* (U En) <Y pt(B) <2t

saglanip p* (E) = 0 olur. Ayrica, eger © ¢ E ise bu durumda bir m € N vardir

oylekiz ¢ |J E, ve Vn > m igin

i () = F @) <

saglanir. Boylece z ¢ F i¢in lim f () = f (x) ve hemen hemen heryerde f;, —

f saglanir. Bu ise f fonksiyonunun olciilebilir olmasini gerektirir.



