EN COK OLABILIRLIK KESTIRIMI

(Yi, %), 1=1,2,...,n verileri ele alinsin. Eger regresyon modelindeki hatalarin NID(0, o?) oldugu

varsayilirsa bu 6rneklemdeki y; gozlemleri, S, + B ortalamasina ve o’ varyansina sahip

normal ve bagimsiz dagilimli raslant1 degiskenleridir.

Normal hatali basit dogrusal regresyon i¢in olabilirlik fonksiyonu,

L(Y;, %, Bo. Bn0”) = [ [ 27e™) ™ exp{—ﬁ(yi - f —ﬂlxﬂ

i=1

=(270”) "2 exp[— ﬁZ(yi ~Bo= P )2} (1.52)
i=1

En ¢ok olabilirlik kestiricileri, L 'yi ya da es deger olarak In L 'yi maksimum yapan :Bo , ,81 ve 67

gibi parametre degerleridir.

In L(yi,Xi,ﬂo,ﬁi,Gz) = —(gjlnmz —(gjlnaz

= —(ﬁ]Z(yi ~By-Bx)’ (1.53)
i=1

olup ﬂ~o, ,Bl ve 67 en cok olabilirlik kestiricileri asagidaki denklemleri saglamalidirlar:

OolnL 1 & ~ o~
Y ) :N_ZZ(yi -B-Bx%) =0 (1.54a)
05,560 9 =
OolnL 1 & - .
== D (=B —Bx)% =0 (1.54b)
aﬁl BO,,BI,&Z O il
OlnL n 1 & - L
=——+—> (V- f-Bx) =0 1.54c
60'2 ﬂﬁl,&z 25‘2 25'4 E(M IBO /Bl |) ( )

En cok olabilirlik kestiricileri,



fy=Y-BX (1.552)
DYl -

ey E— (1.55b)

Z(X| - X)

,_.

—

D Yi—Bo-Bx)’
G2 =1 - (1.55¢)

olarak elde edilmistir. Kesim noktasiin ve egimin en ¢ok olabilirlik kestiricileri olan ﬁ~0 ve ,31 ,

2

bu parametrelerin en kiigiik kareler kestiricileriyle 6zdestir. 6~ o 'nin yanli bir kestiricisi olup

?ile * =[(n—1)/n]é* seklinde bir baglantist vardir.

En cok olabilirlik kestiricileri, en kii¢lik kareler kestiricilerinden daha iyi istatistiksel 6zelliklere
sahiptir.

e En c¢ok olabilirlik kestiricileri yansizdir ve diger biitlin yansiz Kkestiricilerle
karsilastirildiginda minimum varyansa sahiptir. Ayrica tutarh kestiricilerdir ve yeterli

istatistiklerdir.

En ¢ok olabilirlik kestirimi, en kii¢lik kareler kestiricilerinden daha kesin istatistiksel varsayimlar
gerektirmektedir.

e En kiiciik kareler kestiricileri, yalnizca ikinci moment varsayimlarini (beklenen deger,
rasgele hatalar arasindaki varyanslar ve kovaryanslara iliskin varsayimlar) gerektirirken,
en ¢ok olabilirlik kestiricileri ise tam bir dagilim varsayimi gerektirmektedir.

BAGIMSIZ DEGISKENIN RASTGELE OLDUGU DURUM

Bilesik Dagihmh X ve y

X ve Yy'nin bilesik dagilima sahip raslanti degiskenleri oldugu ancak bu bilesik dagilimin

bilinmedigi varsayilsin.



1) X verildiginde y 'nin kosullu dagilimi, S, + £, X kosullu ortalamasi ve o kosullu varyanst ile

normaldir.
2) X'ler, olasilik dagiliminin 3, B, yada o’ 'yi icermedigi bagimsiz raslanti degiskenleridir.

Bu kosullar saglandigi durumda biitiin regresyon islemleri degismeden kalirken giiven katsayilari
ve istatistiksel hatalar farkli bir yorum kazanir.

Bilesik Normal Dagilimh X ve y

y ve X'in iki degiskenli normal dagihima gore bilesik dagildig: varsayilsin:

2 2
27[0102\/1—,02 2(1-p%) 01 ) o1 )

(1.56)

2 . 2 .
Burada g, ve oy, y 'nin ortalama ve varyansidir; g, ve o,”, X'in ortalama ve varyansidir ve

_ By -m)X=p) _ oy
010, 010,

degeri y ile X arasindaki korelasyon katsayisidir. o, terimi y ve X'in kovaryansidir.

X'in verilen bir degeri i¢in y 'nin kosullu dagilim soyledir:

2
1 L y—p—pix
f(y/X)=————exp| ——| —————— 1.57
v ﬂo’].z p[ 2( ) 7
Buradan,

o
Bo = _,Uzp_l (1.58a)

)
p="Lp (1.58b)

03

o’ , =0 (1-p?) (1.58¢)

olarak elde edilir. X verildiginde y 'nin kosullu dagilimu,

ECy/X) =y + HiX (1.59)



kosullu ortalamas1 ve 021'2 kosullu varyansiyla normaldir.
p korelasyon katsayis1 ve f, arasinda bir iliski vardir. p =0 oldugunda f
min X lizerinde dogrusal bir regresyonu olmadig1 anlamina gelmektedir.

By, ve p, parametrelerinin kestiriminde en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilabilir. Bu
parametrelerin en ¢ok olabilirlik kestiricileri,

=0 olurvebuda y

A Iy

- BX (1.602)

Z yl (XI S
g =t "X
b= =35 (1.60b)
(X| _ X) XX
~

olup bu kestiriciler, X'in kontrol edilebilir bir degisken olarak kabul edildigi en kiiclik kareler
yontemindeki kestiricilerle 6zdestir.

Genel olarak, y ve X'in bilesik normal dagildig1 bir regresyon modeli, X'in kontrol
edilebilir bir degisken olarak kabul edildigi 6nceki model i¢in kullanilan yontemlerle analiz
edilebilir. Bunun nedeni, X verildiginde y raslant1 degiskeninin £, + B/ X ortalamasiyla ve

021.2 varyanstyla bagimsiz ve normal dagilmasidir.
p mun kestiricisi 6rneklem korelasyon katsayisidir:

ZH:Yi(Xi -X) S

r= i=1 _ Xy

h n 1/2 S SS ]1/2
(X —X) (yi—vf} [SSSr
PR

(1.61)

1/2
B = [iﬁ] r (1.62)

XX

Asagidaki denklem g6z Oniine alinsin:

ﬁ’l ve r, farkl bilgiler vermesine ragmen yakindan iligkilidir. r, 6rneklem korelasyon katsayisi

X ve Yy arasindaki dogrusal iligkinin bir dlgiisiiyken ﬁ’l ise X'teki bir birimlik degisimde y 'nin
ortalamasindaki degisikligi 6l¢mektedir.



2 Sxx _ 'élsxy _ SSR
SS;  SS;  SS;

olmak iizere goriildiigii gibi belirtme katsayis1 R*, y ve X arasindaki korelasyonun karesidir.
Korelasyon katsayisinin sifira esit olup olmadigi,

Hy:p=0, H:p#0 (1.63)
hipotezi test edilerek belirlenir. Bu test i¢in uygun test istatistigi,

rvn-2

V1-r?

olup bu test istatistigi, H,: p =0 gercekte dogru iken (n-2) serbestlik dereceli t dagilimlidir.

t, = (1.64)

|t0| >1,/2n— ise sifir hipotezi reddedilecektir. Bu test, H,: 5 =0 igin verilen teste es degerdir.

Bu es degerlik Denklem (1.62)'den kaynaklanmaktadir.
Hy:p=py , Hiip#py (1.65)

Po # 0 olmasi durumunda daha biiyiik 6rneklemler ig¢in (n=25) Z istatistigi,

Z =arctanhr = lln”—r (1.66)
2 1-r
1, 1+ P ) -1 .
olup u; =arctanh p :—ln1 ortalamast ve o,” =(N-3)" varyans: ile yaklasik normal
-P
dagilimhidir.
Z, = (arctanh r —arctanh p,)(n— 3)1/ 2 (1.67)

olmak iizere, Zo| >Z,, ise H,: p= p, hipotezi reddedilir.

p katsayisi i¢in yiizde 100(1- ) gliven araligi,

z z
tanh| arctanh r —L/zj < p <tanh (arctan hr —L/Z] (1.68)
( vn-=3 P Jvn-3

olup burada tanh u = (e" —e™)/(e" +e™) ile de tanimhidir.



Ornek 1.9 Teslim Siiresi Verileri

TABLO 1.8 Ornek 1.9 Verileri

Teslim Teslim Teslim Teslim

Gozlem Siiresi, y Hacmi, X Gozlem Siiresi, y Hacmi, X
1 16.68 7 14 19.75 6
2 11.50 3 15 24.00 9
3 12.03 3 16 29.00 10
4 14.88 4 17 15.35 6

5 13.75 6 18 19.00 7
6 18.11 7 19 9.50 3
7 8.00 2 20 35.10 17

8 17.83 7 21 17.90 10
9 79.24 30 22 52.32 26
10 21.50 5 23 18.75 9
11 40.33 16 24 19.83 8
12 21.00 10 25 10.75 4
13 13.50 4

Teslim siiresi y ve teslim hacmi X arasindaki 6rneklem korelasyon katsayisi,
‘e Syy 2473.3440

= = = 0.9646
[SSSr]"? [(1136.5600)(5784.5426)]

1/2

TABLO 1.9 Mesrubat Teslim Siiresi Verileri icin Minitab Ciktis1

Regression Analysis : Time versus Cases

The regression equation is
Time = 3.32 + 2.18 Cases

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 3.321 1.371 242 0.024
Cases 2.176 0.124 17.55 0.000
S =4.18140 R -Sq=93.0% R-Sq(adj) =92.7%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 5382.4 5382.4 307.85 0.000



Residual Error 23 402.1 17.5
Total 24 5784.5

Eger teslim siiresi ve teslim hacminin bilesik normal dagildig1 varsayildiginda,
Hy:p=0, H:p=0

hipotezleri test edilir ve test istatistigi,

o _n-2 _ 0964623
0

= = =17.55
Ji-r2 1209305

olup [17.55] >t 455 3 = 2.069 oldugundan H, hipotezi reddedilir.

arctan h r = arctan h 0.9646 = 2.0082 olmak lizere p icin yaklasik % 95 giiven aralig1,

tanh(2.0082 —ﬁj < p <tanh (2.0082 +ﬂj

V22 V22

0.9202 < p<0.9845

olarak elde edilir.



