BOLUM 2 : COKLU DOGRUSAL REGRESYON
COKLU DOGRUSAL REGRESYON MODELI
Yamt degiskeni y , kK sayida bagimsiz degiskenle iliskili olabilir. Bu durumda,
Y=L+ B+ BoXy +o B X +eE 2.1

modeli Kk bagimsiz degiskenli c¢oklu dogrusal regresyon modeli olarak adlandirilir.
Bj»> 1=0,1,....k parametreleri, regresyon katsayilari olarak bilinir.

B; parametresi, Xi(i# j) bagimsiz degiskenleri sabit tutuldugu zaman x j bagimsiz
degiskenindeki bir birimlik degisime karsilik gelen y yanit degiskenindeki beklenen degisimi
gostermektedir. Bu nedenle, fj, j=0,1,...,k parametreleri genellikle kismi regresyon

katsayilar olarak adlandirilir.

MODEL PARAMETRELERININ KESTIiRiMi

Regresyon Katsayillarinin En Kiiciik Kareler Kestirimi

Yi, i.gozlenmis yamt degiskenini, x; de X; bagimsiz degigkeninin i. gdzlem degerini gostersin.

Modelin & hata terimi i¢in E(¢)=0 ve Var(¢) =0 ve hatalarin iliskisiz oldugu varsayilsmn.

TABLO 2.1 Coklu Dogrusal Regresyon I¢in Veriler

Bagimsiz Degiskenler

Gozlem, i Yamt, y X Xo e Xy




Denklem (2.1)'e karsilik gelen 6rneklem regresyon modeli,
=5 +,31Xi1 + BoXip + ot P X + &

_ﬂ0+2ﬂjx +g , i=12,..,n (2.2)
olarak ifade edilir. En kiiciik kareler fonksiyonu ise
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olup bu fonksiyon f),f,,.... 5 'ya gore minimize edilerek parametrelerin en kiigiik kareler

kestiricileri elde edilir.
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olmak tizere en kiiciik kareler normal denklemleri,
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seklinde elde edilir. Bu denklemler ¢oziilerek ,@0, ,Bl,..., ,Bk en Kkiiciik kareler Kkestiricileri

bulunur.

Denklem (2.2)'de verilen modelin matris gosterimi,

y=Xp+¢
bigimindedir.
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y, Nx1 boyutlu gozlemler vektorii; X , nx p boyutlu bagimsiz degiskenler matrisi; g , (px1)
boyutlu regresyon katsayilar1 vektorii ve € , (nx1) boyutlu rastgele hatalar vektoriidiir.

Asagida verilen S(f) fonksiyonu minimize edilerek 3 en kiigiik kareler kestiricileri vektorii elde
edilir.
n
S(B=2 &’ =¢c'e=(y-Xp)'(y-Xp)
i=1
=Y'Y=B'X'y=y' X+ X' XS

=Y'y=28'X'y+ ' X'XB
B' X'y, 1x1'lik bir matris ya da skaler oldugundan transpozu da ( p' X' y)' =Yy'Xf ayn sekilde
skalerdir. En kiiciik kareler kestiricileri,

0S

2 =_2X'y+2X'XB=0
oBl;

esitligini saglar. X 'X ﬁ = X'y olmak iizere, £ 'min en kiiciik kareler Kestiricisi,
A ' -1 '
p= ( X'X ) X'y (2.6)

olur.
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Eger yukaridaki matris ¢arpimi gerceklesirse (2.5) normal denklemlerin skaler formu elde edilir.
Burada, X'X , px p boyutlu simetrik matris ve X'y px1 boyutlu siitun vektoriidiir.

Bagimsiz degiskenlerin tiim X'= [1, X5 Xgyeens Xk] diizeylerine karsilik gelen kestirim modeli,
A A k A
y=x'B=p +Z,Bjxj
j=1

olup y; gozlem degerlerine karsilik gelen V; kestirim degerleri vektorti,

J=XB=X(X"X)'X"y=Hy 2.7
H

olur. nxn boyutlu H = X (X'X)™' X matrisi genellikle sapka matrisi olarak adlandirilir. Bu

matris, gozlenmis degerler vektoriinii y; kestirim degerleri vektoriiyle eslestirir.

Y; , gozlem degerleri ile bunlara karsilik gelen V; kestirim degerleri arasindaki e, =y; — ¥, farki

artiklardir. n sayidaki artiklar, matris bi¢iminde asagidaki gibi yazilabilir:
e=y-y (2.82)
Artiklar vektorii e, asagida gosterildigi gibi bir¢ok farkli bicimde ifade edilebilir.

e=y-Xf=y-Hy=(1-H)y (2.8b)



Ornek 2.1 Teslim Siiresi Verileri

Bir mesrubat siseleme fabrikasi, dagitim sistemindeki otomatik satis makinelerinin servis
giizergahlarmi incelemektedir. Gilizergahtaki bir operatdriin, satis magazalarindan birindeki
otomatik satis makinesine bakim yapabilmesi i¢in yaklasik olarak gereken siire kestirilmek
istenmektedir. Bakim hizmetleri, i¢cecek tirtinleriyle makineleri stoklama, kii¢iik capli bakim ya da
temizligi igermektedir. Bu ¢alisma icin Endiistri miithendisi iki 6nemli degiskenin teslim siiresini
(y) etkiledigini 6ne siirmektedir : Stoklanmus iirlin sayis1 (X, teslim hacmi) ve giizergahtaki

operatoriin ytiriiyerek katettigi mesafe (X,). Miihendis teslim siiresi i¢in 25 gozlem toplamistir;

bu degerler Tablo 2.2'de goriilmektedir.

TABLO 2.2 Ornek 2.1 icin Teslim Siiresi Verileri
Teslim Siiresi

Go6zlem Numarasi y) Teslim Hacmi (X,) Mesafe (X,)
1 16.68 7 560
2 11.50 3 220
3 12.03 3 340
4 14.88 4 80
5 13.75 6 150
6 18.11 7 330
7 8.00 2 110
8 17.83 7 210
9 79.24 30 1460

10 21.50 5 605

11 40.33 16 688

12 21.00 10 215

13 13.50 4 255

14 19.75 6 462

15 24.00 9 448

16 29.00 10 776

17 15.35 6 200

18 19.00 7 132

19 9.50 3 36

20 35.10 17 770

21 17.90 10 140

22 52.32 26 810

[N}
w

18.75 9 450



24 19.83 8 635
25 10.75 4 150

Teslim siiresinin kestirilebilmesi i¢in asagidaki ¢oklu dogrusal regresyon modeli kullanilmalidir:

Y =B+ BX+BoX, +e€

Coklu regresyon modelini uydurmak i¢in ilk 6nce X matrisi ve y vektori olusturulur.



1 7 560 [16.68 |

1 3 220 11.50

1 3 340 12.03

1 4 80 14.88

1 6 150 13.75

1 7 330 18.11

1 2 110 8.00

1 7 210 17.83

1 30 1460 79.24

1 5 605 21.50

1 16 688 40.33

1 10 215 21.00

X=[1 4 255|, y=[13.50

1 462 19.75

1 448 24.00

1 10 776 29.00

1 6 200 15.35

1 132 19.00

1 3 36 9.50

1 17 770 35.10

1 10 140 17.90

1 26 810 52.32

1 450 18.75

1 8 635 19.83

|1 150 | 110.75 |
1 | b7 560 25 219 10,232
X'X=|7 3 . 4 b3 2200 219 3,055 133,899
560 220 .. 150 77 10,232 133,899 6,725,688

1 4 150



16.68

1 1 .1 559.60
11.50
X'y=| 7 3 .. 4 =| 7,375.44
560 220 ... 150 337,072.00
10.75
B 'min en kiiglik kareler kestiricisi,
A ' -1 '
,B=(X X) X'y
Bo 25 219 10,232 T 559.60 2.34123115
Bl =| 219 3,055 133,899 7,375.44 | =|1.61590712

Bz 10,232 133,899 6,725,688 | |337,072.00 0.01438483

olup en kiiciik kareler uyumu,

Yy =2.34123+1.61591x, +0.01438x,

olarak elde edilir.

TABLO 2.3 Ornek 2.1 i¢in Gozlemler, Uyum Degerleri ve Artiklar

Gozlem No Yi ¥i e =Y,V
1 16.68 21.7081 -5.0281
2 11.50 10.3536 1.1464
3 12.03 12.0798 -0.0498
4 14.88 9.9556 4.9244
5 13.75 14.1944 -0.4444
6 18.11 18.3996 -0.2896
7 8.00 7.1554 0.8446
8 17.83 16.6734 1.1566
9 79.24 71.8203 7.4197
10 21.50 19.1236 2.3764
11 40.33 38.0925 2.2375
12 21.00 21.5930 -0.5930
13 13.50 12.4730 1.0270
14 19.75 18.6825 1.0675
15 24.00 23.3288 0.6712
16 29.00 29.6629 -0.6629
17 15.35 14.9136 0.4364



18 19.00 15.5514 3.4486

19 9.50 7.7068 1.7932
20 35.10 40.8880 -5.7880
21 17.90 20.5142 -2.6142
22 52.32 56.0065 -3.6865
23 18.75 23.3576 -4.6076
24 19.83 24.4028 -4.5728
25 10.75 10.9626 -0.2126

TABLO 2.4 Mesrubat Siseleme Fabrikasi Teslim Siiresi Verileri i¢in Minitab Ciktisi

Regression Analysis : Time versus Cases, Distance

The regression equation is
Time = 2.34 + 1.62 cases + 0.0144 Distance

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 2.341 1.097 2.13 0.044
Cases 1.6159 0.1707 9.46 0.000
Distance 0.014385 0.003613 3.98 0.001
S = 3.25947 R - Sq=96.0% R -Sq (adj) = 95.6%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 2 5550.8 2775.4 261.24 0.000
Residual Error 22 233.7 10.6

Total 24 5784.5

Source DF Seq SS

Cases 1 5382.4

Distance 1 168.4




Odev

Bir tarlada yetisen bir tahil tiirtine glibre ve yagmur miktarlarinin etkisi arastirilmak isteniyor. Bu
amacla tarla 7 bolgeye ayrilarak giibre ve yagmur miktarlar1 takip edilip, kilogram cinsinden
verimleri Ol¢iiliiyor.

Verim(Y) |40 |50 |50 |70 |65 |65 80

Giibre (X1) 100 | 200 | 300 |[400|500 |600 700

Yagmur (X2) | 10 |20 |10 |30 |20 |20 30

Verilerin ¢oklu regresyon modeline uygun oldugu varsayimi altinda, verilere gore regresyon

parametrelerinin en kii¢lik kareler tahmin degerlerini bulup modeli olusturunuz.



