COKLU DOGRUSAL REGRESYONDA HiPOTEZ TESTIi
Modeldeki parametrelerin kestirimi yapildiginda, iki soruyla kars1 karsiya kalinir.

1. Modelin genel yeterliligi nedir?
2. Bagimsiz degiskenlerden hangileri 6nemli gériinmektedir.

Bir¢ok hipotez test islemi, bu sorular1 yanitlamada yararli olacaktir. Bu testler, rastgele hatalarin

bagimsiz olmalari, E(¢)=0 ve Var(g) = o? ile Normal dagilmalari kuralini gerektirir.

Regresyonun Anlamhilik Testi

Regresyonun anlamhlik testi, y yanit degiskeni ile X, X,,..., X, bagimsiz degiskenleri arasinda

dogrusal bir iliskinin olup olmadigina karar vermek icin kullanilan bir testtir. Bu amagla
kullanilacak uygun hipotezler agagidadir:

Hy:B;#0 enazbir | i¢in

Sifir hipotezinin reddedilmesi, X;,X,,...,X, bagimsiz degiskenlerinden en az birinin modele

anlaml bir katkis1 oldugunu gosterir.
Toplam degisim, SS; ; regresyon kareler toplami, SS;; ve artik kareler toplami, SS; .. olmak
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orant, R, , dagilir. ﬂ* =B, By, B)' ve "merkezilestirilmis" model matrisi X,

lizere;
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olmak tizere,
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olup eger F, degeri biiyiikse, en az bir 3; # 0 olmast olasidur.

sk ' X ' X £
En az bir B; #0 ise k ve n—k—1 serbestlik dereceleriyle Fy, A :M merkezi
o

olmama parametresi ile merkezi olmayan bir F dagilimina sahip olur. Eger,

Fo > Fokon-k1
ise H reddedilir.

TABLO 2.5 Coklu Regresyonda Regresyonun Anlamlihgi i¢in Varyans Analizi

Kareler Kareler
Degisimin Kaynag Toplam Serbestlik Derecesi Ortalamasi F
Regresyon SSg k MSg MSg / MSg ..
Artiklar SSges n—k-1 MSg.s
Toplam SS; n-—1

Regresyon Kkareler toplam, SS; = ﬁ" X'y — (i=1
n

Zn:yiJz

olup artik Kkareler toplami,

SSpes = Y'Y~ /' X'y ve toplam degisim, SS; = y'y — esitligi ile elde edilir.

Ornek 2.3 The Delivery Time Data

Ornek 2.1'deki teslim siiresi verileri kullanilarak regresyonun anlamlilig: test edilmek istensin.

n 2
(ZYJ 559.60)?
% —18,310.6290 — 222-60°

SS;=y'y- =5784.5426 ve
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SSg = A'X'y—L=18,076.9030—%=5550.8166 olmak iizere,
n

SSpes = SS7 =SS = y'y— ' X'y =233.7260
seklinde elde edilir. H : B, = 8, =0 hipotezini test etmek igin F, test istatistigi,

£ MSp 27754083 .,
O MSp.,, 10.6239 '

olarak hesaplanir.

TABLO 2.6 Ornek 2.3 i¢cin Regresyonun Anlamlihk Testi

Degisim Kareler Serbestlik Kareler

Kaynag Toplam Derecesi Ortalamasi Fo p-degeri
Regresyon 5550.8166 2 2775.4083 261.24 4.7x1071
Artiklar 233.7260 22 10.6239

Toplam 5784.5426 24

Teslim siiresinin, teslim hacmine ya da mesafeye bagli oldugu sonucuna varilabilir.

R? ve Diizeltilmis R* : Modelin genel anlamda yeterliligi ile ilgili olarak diger iki yol, R* ve
R? agj 1le gosterilen diizeltilmis R?dir.

SSges /(N—P)

R i =1-
Adj SS; /(n—1)

(2.14)
Tablo 2.4'te teslim siiresi verilerinin ¢oklu regresyon modeli i¢in R* degeri, R? =0.96 olarak

bulunmustur. Ornek 1.9'da sadece tek bir bagimsiz degisken x; kullanildiginda R? degeri daha

kiigtiktiir.( R% = 0.93) Genellikle R? degeri, modele bir bagimsiz degisken eklendiginde
degiskenin katkisina bakmaksizin asla azalmaz. Tek degiskenli( X,) basit dogrusal regresyon i¢in

R? adj =0.927 iken iki degiskenli model i¢in R? adj =0.956  olarak bulunmustur. Burada X,

modele eklendiginde toplam degisimde anlamli bir azalma oldugu sonucuna varilabilir.



Tek Tek Regresyon Katsayilar1 ve Katsayilarin Alt Kiimeleri I¢cin Testler

Herhangi bir regresyon katsayisinin, érnegin S 'nin anlamliliginin testi i¢in hipotezler,
Ho: ;=0 , H;:8;#0 (2.15)

olarak kullanilir. Eger H : #; =0 reddedilemezse bu durumda X; bagimsiz degiskeni modelden

¢ikarilabilir.

Bu hipotez i¢in test istatistigi,
t, = b _ b (2.16)

- Jeic, seBy)

Vij j'va karsilik gelen (X 'X)"'in kdsegen elemanidir. Eger |t0| >0 nko1 18€

olup burada Cj;,
Hy : B =0 hipotezi reddedilir. Bu test, kismi ya da marjinal test olarak adlandirilmakta olup

modelde diger bagimsiz degiskenler varken x; 'nin katkisini test etmektedir.

Ornek 2.4 Teslim Siiresi Verileri

Modelde X, (teslim hacmi) degiskeni varken X, (mesafe) bagimsiz degiskeninin degerlendirilmek

istenildigi varsayilsin.

Test istatistigi,
t, = B _ 0.01438 308
\/&2(:22 \/(10.6239)(0.00000123)

ty025.020 =2.074 oldugundan H;:f, =0 hipotezi reddedilir ve modelde X (teslim hacmi)

bagimsiz degiskeni varken X, (mesafe) bagimsiz degiskeninin modele anlamli bir katk: sagladig:

gorilmiistiir.



Kismi F Testi

'

J
belirlenebilir. Bu yontem ayni zamanda modelde bagimsiz degiskenlerin bir alt kiimesinin

X;(i# j) bagimsiz degiskenleri modelde varken x;'nin katkisi katki kareler toplamiyla

katkisinin da arastirilmasinda kullanilabilir.

k bagimsiz degiskenli regresyon modeli,
y=Xp+e¢

olup burada y, nx1; X, nxp; B, px1; &, nx1 boyutluve p=k+1'dir.

e

seklinde pargalanabilir. Burada S, (p—r)x1 ve £,, rx1'dir.

Regresyon katsayilar vektori,

Hy:5,=0 , H;:5,#0 (2.17)
hipotezi test edilmek istensin. Bu durumda model,

y=Xp+e=X\f+X,6,+¢& (2.18)

olup tam model olarak adlandirilmaktadir. Burada nx(p—r) boyutlu X, matrisi, £, 'e karsilik
gelen X 'In siitunlarin1 ve nxr boyutlu X, matrisi ise S, 'ye karsilik gelen X 'in siitunlarini

gostermektedir.

Tam model i¢in, ,5’ =(X'X)"'X 'y olmak iizere regresyon kareler toplam ve artik kareler
ortalamasi,
SSR(B) = ,3 "X'y (p serbestlik derecesiyle)
Ms, <Y Y-BX'Y
n-p
esitligi ile hesaplanir.

Regresyona f, teriminin katkisim1 bulmak i¢in sifir hipotezi H,: S, =0'm dogru oldugu

varsayimi ile bir model kurulur. Bu indirgenmis model,



olup £, 'in en kiigiik kareler kestiricisi ,Bl =(X, 'Xl)_1 X'y olarak elde edilir. Regresyon kareler

toplami, SSg(f3)) = ,31 "X;'Y (p-r serbestlik derecesiyle) esitligi ile elde edilir.
Modelde S, varken pf,'den dolay1 regresyon kareler toplam, p—(p-r)=r serbestlik
derecesiyle SSg(fB, / ) = SSg(B)—SSg(f,) esitligi kullanilarak hesaplanir. Bu kareler toplami,

B, icin katki kareler toplam olarak adlandirilir.
SSgr(B,/ By), MSg,'den bagimsiz olmak lizere; S, =0 hipotezi,

E — SSR(B\B)/ Y
’ MSReS

(2.20)

istatistigi ile test edilir. Eger B, #0 ise F;, merkezi olmayan F dagilimi gosterir. Merkezi

olmama parametresi ise

A :_2ﬂ2'X2 '[l - XI(XI'XI)% X1 '} X2132

esitligi ile hesaplanir. S, gercekte 6nemli olsa bile A yaklasik olarak sifir olabilir. Bu iliski, ayni
zamanda X, ve X, birbirlerine dik olduklarinda testin maksimum giictinii gdstermektedir. (Dik
terimi ile X, 'X; =0 oldugu kastedilmektedir.)

Eger F, > F

wrn-p 1s¢ Hg reddedilir; X, 'deki Xy, X_ri25--, X bagimsiz degiskenlerinden en
az birinin regresyon modeline anlaml katkis1 oldugu sonucuna ulasilir. Bu test, X, 'deki bagimsiz
degiskenler modelde iken X, 'deki bagimsiz degiskenlerin modele katkisini 6l¢tiigii icin "kismi

F testi" olarak da adlandirilir.

Y=L+ BX + X+ Xy +¢&

modeli ele alinsin.

SSR(ﬂl\ﬂoaﬂzsﬁS) ’ SSR(:B2\ﬂO’IB1>ﬂ3) > SSR(ﬂ3\ﬂOﬂﬂ1’ﬁ2)

kareler toplamlari, diger tiim bagimsiz degiskenler modelde iken her bir X;, j=1,2,3 bagimsiz
degiskeninin modele katkisini 6lgen tek serbestlik dereceli kareler toplamlaridir. Yani x; bagimsiz

degiskeni modelde yokken X; 'nin modele eklenmesini degerlendirmis oluyoruz.



SSt =SSg (L1, 525 B3\ By) + SSpes
olmak tizere, li¢ serbestlik dereceli regresyon kareler toplamu,

SSR(B Ba» B3\ Bo) = SSR(By \ o) + SSR (B2 \ By ) + SSr (B3 \ B> 2> By)

olarak pargalanabilir. Alternatif olarak,

SSR(f1> fa: 3\ Bo) = SSr(Ba \ By) + SSr (B \ B2 o) + SSr (B3 \ B> a» o)

biciminde de pargalanabilir. Katki kareler toplami1 yontemi, genel olarak,

SSR(B15 Bas B\ By) # SSR(By\ Bas B3> Bo) + SSr (B \ By Bss Bo) + SSr (B3 \ By Bas Bo)

ifadesinden dolay1 her zaman regresyon kareler toplaminin pargalara ayrilmasini saglamayabilir.

Minitab Ciktis1 : Tablo 2.4'te regresyon kareler toplaminin ardisik par¢alanmasi verilmektedir.

SS(B1: 2\ Bo) = SSR (i \ o) + SSR (B2 \ 1. o)
5550.8 = 53824 + 168.4

Ornek 2.5 Teslim Siiresi Verileri
Ho:5,=0 , H;:5,#0
olmak tizere [, icin olusacak katki kareler toplamu,

SSR(ﬁz \ﬁlaﬁo) = SSR(ﬁlsﬂzaﬁo)— SSR(ﬂ]?ﬁO)
= SSR(ﬂlaﬂz \ﬁo)—SSR(ﬂl \150)

)

SSg(B, 5 \By) = ,B' X'y EE— =5550.8166 (2 serbestlik dereceli)

Ornek 2.3'te elde edildigi gibi,

olup Ornek 1.9'daki y = 3, + X, + ¢ indirgenmis modeli igin regresyon kareler toplami,

SSr(B\ By) = S,y = (2.1762)(2473.3440)
=5382.4077 (1 serbestlik dereceli)



olarak elde edilir. Bu durumda, x; modeldeyken X, 'nin modele eklenmesiyle regresyon kareler

toplamindaki artis,
SSg (B, \ By, By) =5550.8166 — 5382.4088

= 168.4078 (1 serbestlik dereceli)

olur. H,: #, =0 hipotezinin testi i¢in test istatistigi,

F _SSe(B\fi fy) _1684078/1 _

, 15.85
MSg.s 10.6239

olup bu ifadenin paydasindaki MSy ¢, tam modelden elde edilen degerdir. Fgs;,, =4.30
oldugundan H, hipotezi reddedilir ve X, degiskeninin modele katkisinin anlamli oldugu

sonucuna varilir.

Bu kismi F testi, tek bir degisken icerdigi i¢in t testine es degerdir. (to2 = (3.98)2 =15.84 = Fo)

Genel Dogrusal Hipotez Testleri

llgilenilen sifir hipotezinin H,:T 8 =0 oldugu varsayilsi. Burada T, mx p boyutlu sabitler
matrisidir. Oyle ki sadece T8 =0'daki "m" denklemden "r" tanesi bagimsizdir. Tam model (

FM), y= X B +¢& olup bu model i¢in artik kareler toplami,

SSpes(FM)=y'y—B'X"y  (n- p serbestlik derecesiyle)

ile bulunur.

Indirgenmis modeli elde etmek icin T # = 0'daki "r" bagimsiz esitlik, tam modelde geriye kalan
p —r regresyon katsayilari tiirlinden "r "regresyon katsayilarini ¢6zmek icin kullanilir. Bu durum,
y=Zy+¢ indirgenmis modelini olusturur. Bu modelde, Z, nx(p—r) matrisive y, (p—r)x1

bilinmeyen regresyon katsayilar1 vektoriidiir.

. o
y 'min kestirimi,

p=(2'2)"2"y

olup indirgenmis model (RM ) i¢in artik kareler toplami,



SSpes(RM)=y'y—7'Z'y  (n—p+r serbestlik derecesiyle)

ile bulunur.
Indirgenmis model, tam modelden daha az parametre icermektedir. Sonu¢ olarak,

SSpes(RM) >SS, (FM) olur. Hy:T A =0 hipotezini test etmek i¢in n—p+r—(n—-p)=r

serbestlik dereceli artik kareler toplamlar1 arasindaki fark,

SSy, = SSpes (RM) =SSy, (FM) 2.21)

olup H, : T £ =0 hipotezi i¢in kareler toplami olarak adlandirilir. Bu hipotez icin test istatistigi,
SSy /r
Fo =
SSges(FM)/(n—p) (2.22)

ile bulunur. Eger, Fy >F, , _, ise Hy:T B =0 hipotezi reddedilir.

Ornek 2.6 Regresyon Katsayilarinin Esitlik Testi
Y =P+ BXi+ X+ fiXs+&

modeli ele almsin. Tam model igin SS;.((FM), n—p=n—-4 serbestlik derecesine sahiptir.

H, : B, = B; hipotezi test edilmek istensin. Bu hipotez H,, : T # = 0 olarak ifade edilebilir. Burada,
T=[0, 1, 0, —1], 1x4'liik satir vektoriidiir.

T B =0'da tek bir esitlik vardir yani 5, — f; = 0'dir. Bu esitlik tam modelde yerine yazildiginda

indirgenmis model elde edilir.

y=P0y+ B+ BoX+ BiXgte
=Ly + Li(X +X3)+ BoX + &

=Yothi+tnite

Burada, y,=8, . n=0GEH) , 1,=X+X% , y,=p ve Z,=X, almr. F orani,
Fo =(SSy /1)[SSges(FM)/(n—4)] olup bu hipotez, t istatistigi kullanilarak da (n-4) serbestlik
derecesiyle test edilebilir.

_ BBy _ R




Ornek 2.7
y=L0+BX + X+ By t+é

olmak tizere, H,: B, = 5, B, =0 hipotezi test edilmek istensin.

01 0 -1
T=
0 01 O
Tp=0'da B,-p3;=0 ve B,=0 olmak lizere iki esitlik vardir. Bu esitlikler, asagidaki
indirgenmis modeli verirler :
y =B+ Bx+fiXs +e
=L+ B +X)+¢&

=Yotnit+é

Bu 6rnekte, SSp . (RM), n—2 serbestlik derecesine sahiptir. SSg ise n—2 —(n—4) =2 serbestlik
derecesine sahiptir. F orani, F, =(SS,, /2)/ [SSRe S(FM)/(n— 4)] olarak elde edilir.

e Genel dogrusal hipotez i¢in test istatistigi,

ATITOCOX)T 'TTB/r
T T SS e (FMY (0 p)

(2.23)

bi¢iminde de yazilabilir. Test istatistiginin bu sekli, Ornek 2.6 ve drnek 2.7'deki test islemi icin
gelistirilebilir.

e Genel dogrusal hipotezler,
Hy:TB=c, H:TSg#c (2.29)

olarak test edilmek istendiginde, test istatistigi,

(r[}—c)[T(x X)T 'T(T,B—c)/r
F, =

0
SSRes(FM ) / (n -p) (2.25)
seklinde kullamlr. Eger F,>F, ., ise Hg:Tg=c hipotezi reddedilir. Eger

H,:TS=0 (yada H,:Tf =c) reddedilemez ise bu durumda sifir hipotezine konulan

kisitlara gore S kestirimi yapmak giivenilir olabilir. Bilindik en kiiclik kareler



kestiricisinin bu kisitlar1 saglamasi olas1 degildir. Bu gibi durumlarda kisith en kii¢iik

Odev

3 bagimsiz degiskeni olan ve 12 6rneklemden olusturulmus bir ¢oklu regresyon modelinden
iiretilen ANOVA tablosu verilmistir. Tablodaki harflerin yerine gelecek sayilar1 bulunuz.
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