MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 2

1.2. Kutupsal Formda Gosterim

z = x + 1y vektoriiniin pozitif reel eksenle yaptigi aciya 6 diyelim.

cosf = |m7|, sinf = % ve buradan tanf = £ = 0 = arctan? olup 0 ya z
nin argiimenti denir ve argz ile gosterilir.

Burada —oo < 0 < oo oldugu agiktir. Eger —7 < 6 < 7 kisitlamasi
yapilirsa bu durumda 6 ya z nin esas argiimenti denir ve Argz ile gosterilir.
Buna gore

argz = Argz +2nmw, n € Z

olur.

x =rcost
y =rsinf
olmak iizere z sayisi kutupsal olarak

z=x+ 1y =7r(cosf + isinf)
= |z|(cos @ + isin6)

seklinde yazilir.

Euler Formili. 0 € R olmak lizere
e = cost) + isin b

formiiliine Euler formiilii denir. Euler formiilii yardimiyla z sayisi tistel olarak
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z = |z|(cosf +isinf) = r(cosf + isinf) = re

seklinde yazilir.

(cos@ +isinf)" = cosnb + isinnd (n € Z)

ifadesine de Moivre formiilii denir.

Soru 1. 14 +/3i sayisi1 kutupsal formda yazimz.

Coéziim. [z] = /124 (V3)2 =2 ve cosf = & = 1, sinf = L =

|| |2l

S

buradan
1 + /31 kompleks sayis1 kutupsal formda

14 v3i= 2(608% + zsmg)
bi¢iminde ifade edilir. Burada ¢ = Z+2nw, n € Z nin herhangi bir degerinin
kullanilabilecegine dikkat edilmelidir.

Ornegin n = —1 i¢in

) )
z2=2 cos(—g) + isin(—%) =1+3i
olur.

Soru 2. 2z = 1 —/3i ve 2z = V3 + i olmak {izere 225 yi kutupsal
formda yaziniz.

Coziim. z; kompleks sayisim kutupsal formda z; = ri(cosf; + isinb)
ve 2o kompleks sayisini kutupsal formda zo = ro(cosfy + isinfy) seklinde
gosterelim. Bu durumda |z;| = v/3 + 1 = 2 ve tanf; = —/3 olur ve buradan
0p =21 — 3 = %’r radyandir.

Benzer sekilde |z3| = v/3+ 1 = 2 ve tanfy = \/ig olur ve buradan 6, = %
radyandir. O halde z = 2¢5" ve z, = 2¢% dir.
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5mi

Dolayisiyla 2129 = 2e 3 2e T =4e

= 2v/3 — 2i bulunur.

Soru 3.

2+2

Coéziim. 2z, = bi ve 29 = 2 + 2i diyelim. Bu durumda |z| = [5i] = 5
ve tanf; = oo olur ve #; = I dir. Benzer sekilde |2| = |2 + 2i] = 2/2 ve
tanfly = 1 olur ve 0 = 7 bulunur. Buradan

N

5t _ z1 _ Z(g—

5 _
S = o 373 = 2\[6 7 bulunur.

ENE]
—

Soru 4. z = (1 +4)'% + (1 — ¢)!® sayisinin reel oldugunu gosteriniz.

Coéziim. 1+ i = /2¢'7 ve 1 — i = v/2e*7 olur ve buradan
(1+Z)16 (\/_64)16_28 47rz_28 ve
(1—14)'6 = (\/_6*14)16 = 28¢=4™ = 28 hyulunur.

Boylece z = (14 1)' + (1 — )0 = 28 4 28 = 29 elde edilir.

Soru 5. % = % + i esitligini elde ediniz.

Coéziim. 144 = 2'/%(cosT+isinT) olur ve buradan (144)7 = 27/2(005%—1—
isinTt) seklindedir. Benzer §ek11de 1—i= 212 (cos(F) + isin(F)) olur ve
buradan (1 —)'° = 2°(cos(=%) + isin(=1X)) §ekhnded1r

4
Dolayisiyla
(1+1)7 _ 272 (cosTE + isinF)
(L—4)1  25(cos(=2) + isin(=22%))
17m

= 2’%(003% + zs'nT)

=27 %(cosg + zst)

— 9 3( L ! )

VoG
1 n l
44

elde edilir.
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Soru 6. n pozitif bir tamsay1 ve z,, + iy, = (1 +14)" olsun. Bu durumda
x3, + y3, = 4™ oldugunu gosteriniz.

us

Coéziim. w = 1+ i diyelim. Bu durumda w = v/2(cosT + isinZ)
olur. w" = (V2)"(cos™ + isin™) elde edilir. Iki kompleks saymm esitligi
22¢

n . 7.
tanimindan xz,, = 08" ve y, = 22 sin" elde edilir.

Buradan y, = 2"cos5t ve yo, = 2"sin" bulunur. Sonug olarak
T3 + Yz = 27" <0052 (n_7r> + sin® (nl>> =4"
2 2
elde edilir.
Soru 7. z* +1 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Not. Genel olarak bir ¢ # 0 kompleks sayisinin n.(n > 1,n tamsay)
kokleri 2" = cise z = €, ve ¢ = pe'® olmak iizere kokler

- p+2kT

Rk =P
2k 2k
_ (cos (_¢+ ”) +isin (M)) Ck=0,1,2,., (n—1)
n n
bi¢gimindedir.
Coziim. 2*4+1=0= z* = —1 ve —1 = cosm + isin7 dir.
) 2k 2k
(_1)1 = COS(¥) + ZSln(ﬂ-—'?Tﬂ-% (k - 07 17 27 3)
bulunur. Kokler,
T isinT 1 n i
Z0 = COS— +18in— = — + —
° 4 4 V2 V2
3 4 isi 0 1 n i
2] = COS— + isin— = ——— + —
! 4 4 V2 V2
5% s 5 1 1
29 = COS— + 18In— = ——— — —
2 4 4 V2 V2
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m . Tr 1
Z3 = COS— +1StN— = —= —

4 4 2

S8

seklindedir.

3

Soru 8. <\% + \%2) : sayisinin tiim koklerini bulunuz.

7t = 4(cos’ +isin%) yazilabilir ve buradan

3
4 4 N s 3 4 2km 3 4 2km
— 4+ —i| =42 (cos | 2———) +isin 4—)), k=0,1
(x/§ x/§) < ( 2 ) ( 2

bulunur. Buradan kokler

20 = 8(0053% + zsmgg)
11 2
27 = 8(003% + zsm%)

olarak elde edilir.
Soru 9. 22 4 (1 +14)z + 5i = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

Coziim. A =b* —4dac= (1+1)? —4.1.5i = 1+ 2i +14* — 20i = —18i olur
ve

—brVA
2a

seklinde bulunur. Bulunan degerler z =
yazildiginda

denkleminde yerlerine
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b+ VA (140 +3-3i  —1—-i+3-3i 2—4
N 2a N 2 B 2 )

=1-2

21

ve

_ b= VA (4 -(3-3) _ -1-i-3431 A4,

2a 2 2 2
elde edilir, o halde kokler

Z9

{1-2i,—-2+i}
seklindedir.

Ahstirmalar

1) Asagidaki sayilar1 kutupsal gosterimle yaziniz.

a)2 + 2/3i b) — 5i

2) Asagidaki sayilar1 kutupsal gosterimden yararlanarak hesaplayiniz.

a) LHva b)(—1+1)
3) Asagidaki denklemlerin kéklerini bulunuz.

a)22=1+1 b)z>+i=0

4) (1+/30)5(—V/3 +14)® = 2'°(v/3 + i) esitligini elde ediniz.

5) w birimin 1 den farkh olan bir n. koki ise,

l+w+w?+...+w" =0

oldugunu gosteriniz.

6) Asagidaki kéklerden herbirinin degerini bulunuz ve bu degerleri grafikle
belirtiniz.
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a) a)(—1+19)* b) (=2v3—2)Y* c)(-1)"34
7) De Moivre formiiliinii kullanarak

3 1
a) sin’f = Zsz'nG - Zsz'n?)ﬁ

1 1 3
b) cos'd = §0034«9 + 500329 + 3

esitliklerini ispatlayiniz.
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