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BOLUM 3:
DOGRUSAL, ZAMANDA DEGiSMEZ (DZD) SISTEMLER

LINEAR, TIME INVARIANT (LTI) SYSTEMS

“Bolim 2, Sistemler” kisminda anlatilan sistemler iginde ¢ok 6zel bir alt sistem bulunmaktadir. Bu
sistem hem dogrusal hem de zamanda degismez bir sistem olarak tanimlanabilecek olan DZD (Dogrusal
Zamanda Degismez) ya da Linear Time Invariant (LTI) sistemler olarak adlandirdigimiz ve literatire adini
altin harflerle yazdirmis sistemlerdir. Bu sistemleri bu kadar 6zel ve 6nemli yapan iki neden vardir. Bu
nedenlerden ilki; bu sistemlerin elektrik-elektronik mihendisliginde kendiliginden, dogal olarak ortaya
citkmalaridir. Yani diyebiliriz ki, herhangi bir ihtiya¢ i¢in tasarlanan bir sistem DZD-LTI o6zelligi
tasimaktadir. ikinci neden ise LTI sistemlerin ¢cok kolay modellenebilmesi, sistemin ¢ikis-giris arasindaki
iliskinin matematiksel olarak agik ve net bir bicimde analitik olarak ifade edilebilmesidir. Tim sistemler
icinde DZD-LTI sistemleri bu kadar énemli ve popiler yapan bu iki neden, yumurta-tavuk iliskisi gibi
ortaya cikmaktadir: Analitik olarak ifade edilebilen bir sistemin tercih edilmesi, tercih edilen bir
sistemin analitik olarak ifade edilebilmesi ya da edilebilir hale gelecek sekilde diizenlenmesi.

Sekil 3.1’de DZD bir sisteme ait blok diyagram sunulmustur. Bu sistemi herhangi bir sistemden ayiran
en 6nemli 6zellik ¢ikis sinyalinin giris sinyali cinsinden matematiksel olarak ifade edilebiliyor olmasidir.

x(t) ——» Sistem ——»  y(t)

Sekil 3.1 Surekli zaman dogrusal zamanda degismez (DZD-LTI) sistem blok diyagrami.

Bu kitap icinde bu bolim, sistemler icinde DZD sistemler kadar 6zel bir yer tutmaktadir. Dogrusal sistem
teorisini anlayabilmenin esasi DZD-LTI sistemleri anlamadan gecer. Bu nedenle Sekil 3.1’de verilen
surekli zaman DZD sistemine ait ¢ikis-giris iliskisi ezbere bir formil ile verilmeyecek; 6grencinin bu
iliskiyi anlamasi, kavramasi, daha da 6nemlisi i¢sellestirmesi hedeflenecektir.

3.1 Hem dogrusal, hem zamanda degismez sistemler

“Bolim 2-Sistemler” kismina geri donersek:

Dogrusal (linear) bir sistem cok basit iki 6zellige sahiptir: Toplanirlhik (additivity) ve Homojenite
(homogeneity).

a) Toplanirlk: Sisteme x4 (t) sinyali girdigimizde y; (t) sinyalini ve x, (t) sinyali girdigimizde y, (t)
sinyalini elde ediyorken; x,(t) + x,(t) sinyalini girdigimizde y,(t) + y,(t) sinyalini elde
ediyor isek sistem dogrusalligin ilk basamagini gegmistir.

b) Homojenite: Sisteme x; (t) sinyali girdigimizde y; (t) sinyalini elde ediyorken, ax; (t) sinyalini
girdigimizde ay; (t) sinyalini elde ediyor isek (a herhangi bir sabit olmak UGzere) sistem artik
dogrusaldir diyebiliriz.
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Bu durumda; a ve b siklarini birlestirerek, stiperpozisyon (superposition) 6zelligini saglayan sistemler
dogrusal sistemlerdir. Baska bir deyisle; ax; (t) + bx, (t) sinyalini girdigimizde ay, (t) + by, (t), (ave b
herhangi iki sabit olmak lizere) ¢ikis sinyalini elde ettigimiz sistemlere dogrusal sistemler diyebiliriz.

Zamanda degismezlik ise bir sistemin girisinde t, kadar gecikme oluyorsa, ¢ikisinda da ty kadar gecikme
olmasidir. Bu durumda sistem zamanda degismezdir (time invariant). Bir sisteme x(t) sinyalini
girdigimizde y(t) sinyalini elde ediyorken, x(t — t,) sinyalini girdigimizde ¢ikis ayni miktarda gecikerek
y(t — tg) cikis sinyalini veriyorsa sistem zamanda degismez (time invariant) bir sistemdir.

Simdi bakalim, verilen bu iki 5nemli 6zellik 6ziimsenebilmis mi? Anlatim ve gosterim kolayligi nedeniyle
ispat ve agiklamalar kesikli zamanda verilecek, formiiller daha sonra stirekli zamana tasinacak ve en
son surekli zamanda verilen (ispatlanan) formdllerin fiziksel anlamlari agiklanacaktir.

Lutfen burayi dikkatli ve iyi okuyun; anlamaya, 6zimsemeye calisin. Matematik yolu ile her sey
mumkiin oldugunca basit anlatilacak, ancak olmasi gerekenden daha basit olmasina izin
verilmeyecektir.

En temel ve en basit kesikli zaman dizisi birim dirti (unit impulse) sinyalini tekrar ele alalim.

Esitlik 3.1’deki tanimdan yola gikarak birim dirti dizisini ¢cok kolay anlayabiliriz. n = 0 aninda degeri 1
olan, diger tiim kesikli zamanlarda degeri 0 olan sinyale birim dirti dizisi diyebiliriz.

0, n+0

8[n] = {1, t T (3.1)

Sekil 3.2’de kesikli zaman birim diirti dizisi sunulmustur.
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Sekil 3.2 Kesikli zaman birim dirti dizisi.

Simdi bu diziyi herhangi bir sisteme girdi olarak verdigimizi, besledigimizi dislinelim.
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6[n] ——»| Sistem ———>» hin]

Sekil 3.3 Girisi birim dirtl dizisi olan kesikli zaman sistemi.

Sistem ne olursa olsun bu girdiye bir cikti, bir tepki verecektir. Sekil 3.3’te verilen sisteme dirti
verildiginde sistemin verdigi tepki “dirti tepkisi” olarak adlandirilacaktir. Dikkat edelim, aslinda giris
sinyali x[n] = 8[n] oldugunda y[n] = h[n] halini almaktadir. Yani §[n] ve h[n] fonksiyonlari sirasiyla
girdi ve gikti sinyallerinin 6zel birer halidir. Tabidir ki sistem degistikge ayni giris sinyali igin sistem farkli
¢ikis sinyalleri Gretecektir. Bu durumda artik diirti tepkisi sinyalinin adini koymamiz gerekir. Her seyi
mimkin oldugunca basit hale getirebilmek adina Sekil 3.3’te verilen sistemin dirtlye verdigi tepki,
h[n] = §[n — 3], Sekil 3.4’te verilen (i¢ birim kaymis birim basamak fonksiyonu olarak alalim.
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Sekil 3.4 Sekil 3.3’te verilen kesikli zaman sisteminin dirti sinyaline verdigi tepki.

Sekil 3.3’te verilen sistem ¢ok basit bir bicimde kendisine verilen girdi sinyalini {i¢ birim bekletmis ve
oldugu gibi cikisina yansitmistir. Bu durumda sistemin ne yaptigini kestirmek gii¢ degildir. Kendisine
verilen giris sinyalini belli bir siire beklettikten sonra ¢ikisa vermektedir. Sistem basit bir geciktirme
(delay) sistemi, devresidir.

Su anda arkaniza yaslanip bu kadar iddiali bir kitap neden bana bu kadar basit bir igcerik sunuyor diye
kendinize soruyor olabilirsiniz. Ancak unutmamak gerekir ki en karmasik yapilarin bile basit bir temeli
vardir. Bakalim bu temeli iyi atabiliyor muyuz?

Bolim bashgi olan dogrusal zamanda degismez sistemlere donecek olur isek; Sekil 3.3’te sunulan
sistemin hem zamanda degismez, hem de dogrusal oldugunu ispatlayiniz. Zamanda degismezlik ile bir
sistemin girisinde t, kadar gecikme oluyorsa, ¢ikisinda da t, kadar gecikme olmasi gerekir. O zaman
girig iki birim kaydiginda ¢ikisda iki birim kaymaldir. Yani giris sinyali x[n] = 6[n — 2] oldugunda ¢ikis
sinyali y[n] = 8§[n — 5] olmalidir. Hatirlatmak zorundayim ki bu durum sadece zamanda degismez
sistemler icin gecerli olacaktir. Diger sistemler igin boyle bir durum gecerli degildir.

Zamanda degismezlik konusunu tamamladigimiza gore bir de dogrusallik konusuna el atmamizda fayda
vardir. Sekil 3.3’te verilen sistemin dogrusal olmasi durumunda x[n] = &[n] + 28[n — 2] sinyaline ne
tepki verecegini irdeleyelim. Biraz 6nce arkasina yaslananlar, icerigin eskisi kadar basit olmadigini
dislinmeye basladilar diye disinliyorum. Ancak panik yapmay! gerektirecek bir durum yok. Basimiz
sikistikca tanimlari okuyup anlamaya ve tanimlari ¢agirip, bu tanimlardan yardim almaya devam
edelim. Madem sistemimiz dogrusal; girdi sinyalinin her bir elemanini ayri ayri inceleyebiliriz.
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Sliperpozisyon (superposition) ézelligi bize bu hakki sunmaktadir. Sistemin x[n] = §[n] girdisine ne
cikti verdigini biliyordum. Benzer sekilde sistem zamanda degismez oldugu icin x[n] = 8[n — 2] girdisi
icin de ne ¢ikti verecegini biliyorum. Madem sistemin yeni girdisi x[n] = 6[n] + 28[n — 2], bu
durumda cikis sinyalini hesaplamak igin giris sinyalinin ilk kismina aynen, ikinci kismina ise daha 6nce
zamanda degismezlik oOzelligini kullanarak buldugum ciktinin iki kati ile carpip toplayarak
hesaplayabilirim: y[n] = 8[n — 3] + 26[n — 5]. Bu hesabi yaparken sistemin hem zamanda degismez,
hem de dogrusal oldugunu varsaydigimizi (Sizin de bunu ispatladiginizi) unutmayalim.

Tim bu analiz sirasinda yaptigimiz islemleri incelersek cok daha genel bir sonuca varabiliriz. iddial bir
genel sonuca: Herhangi bir dogrusal, zamanda degismez sistemin, herhangi bir giris sinyaline verecegi
tepkiyi, yani cikis sinyalini sadece birim dirtl sinyaline verdigi tepkiyi (dirtl tepkisini) bilerek
hesaplayabiliriz. Diger bir deyisle, dogrusal zamanda degismez bir sistem icin h[n] durti tepkisini
biliyorsak, herhangi bir giris sinyali iin ¢ikis sinyalini hesaplayabiliriz. NASIL?

“Bolum 1-Sinyaller” kismindan hatirlarsak, herhangi bir kesikli zaman ya da strekli zaman sinyalini birim
basamak sinyali cinsinden Esitlik 3.2 ve Esitlik 3.3’te goruldGgu gibi (sifting property, elek 6zelligi) ifade

edebiliriz.
x[n] = x[k]8[n — K] (3.2)
k:oz—oo
x(t) = j x(D6(t—1)dt (3.3)

Bu durumda herhangi bir dogrusal, zamanda degismez sistemin birim dirtii sinyaline verdigi tepkiyi
biliyorsak; x[n] sinyalini birim dirti sinyalinin zamanda kaymis ve genligi x[k] degerleri ile ¢arpilmis
sinyallerin toplami olarak ifade edebiliriz (sifting property, elek dézelligi). x[k] sinyalinin k anindaki
degerleri birer sabit olacagindan dogrusallik 6zelliginden ve sistemin dirtiye verecegi tepki de k kadar
kaymis birim diirt tepkisi h[n — K] olacagindan zamanda degismezlik 6zelliginden dolayi Esitlik 3.4’G
yazmamiz mimkiin olacaktir.

yln = )" x[klh[n—K] 34)

Esitlik 3.4, hem dogrusal, hem de zamanda degismez (Linear Time Invariant) sistemler icin yazilabilecek
cok 6zel bir esitliktir ve katlama (convolution sum) toplami olarak adlandirilir.

Esitlik 3.4°U bu kadar 6zel yapan, LTI bir sistem igin birim dirtd tepkisini bilmemiz durumunda LTI
sistemin herhangi bir giris sinyaline verecegi tepkiyi hesaplayabiliyor olmamizdir. Esitlik 3.4, bir¢ok
nedenden dolayi cok 6zel ve bircok 6zellikleri olan bir denklemdir. Bu 6zelliklerine girmeden sadece
matematik kullanarak bu esitligi siirekli zamana tasimamiz miimkinddr.

Esitlik 3.5, sirekli zaman katlama integrali (convolution integral) olarak adlandirilir ve strekli zaman
DZD-LTI bir sistem icin ¢ikis ile giris arasindaki matematiksel baglantiyi sunar.
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y(t) = f x(Dh(t—1)dt (3.5)

— 0o

Katlama integrali ve katlama toplamini anlayabilmek son derece énemlidir. Maalesef bircok 6grenci
katlama integralini, katlama toplaminin stirekli hale getirilmesi ile ¢6zilebilecek bir problem olarak
gormektedir. Oysa ilerleyen 6rneklerde goriilecegi lizere sorun bundan biraz daha karmasiktir.

3.2 Kesikli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler

Katlama problemi bircok 6grenci tarafindan basit olarak algilanir. Oysa sinavlarda verilen en basit
ornegi bile bircok 6grenci ¢dzemez. Bunun temel nedeni katlama toplamive integralinin basite alinmasi
ve iyi anlagilamamasidir. Katlama toplamini hafife almadan x[n] = 8[n] + 28[n — 2] giris sinyalini,
h[n] = §[n — 3]durtu tepkisine sahip LTI-DZD bir sisteme girdi olarak verdigimizi varsayalim. Bakalim
¢ikis sinyalini, Esitlik 3.4’teki katlama toplamini kullanarak hesaplayabilecek miyiz?

3.2.1 Katlama toplami ile Kesikli zaman, dogrusal, zamanda degismez
sistemlere ait ¢iktinin hesaplanmasi

Katlama toplamina alici gozle baktigimizda, ilk bakistaki kadar basit bir toplama islemi olmadigini
hemen anlariz. Bu toplamin k ve n olmak (zere iki adet degiskeni bulunmaktadir. k degeri eksi
sonsuzdan, artl sonsuza kadar degismektedir, ancak n degeri nedir ve nasil degismektedir? n degeri
y[n] sinyalinin zaman indisi oldugundan y[n] sinyalinin kesikli zaman igin mistakbel tim degerlerini
almahdir. ideal durumda n degeri de eksi sonsuzdan arti sonsuza kadar degismelidir. YANI, n
degiskeninin herhangi bir degeri icin k Uzerinden sonsuz adet ¢carpma ve sonsuz adet toplama
yapilacaktir. Benzer sekilde n degerinin bir sonraki degeri icinde yeniden k (izerinden sonsuz adet
carpma ve sonsuz adet toplama yapilmasi gerekecektir.

Sekil 3.5’te 6nceki bélumlerde detayh olarak irdeledigimiz girdi sinyali x[n] ve LTI sistem h[n] alt alta
gizilmistir.
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Sekil 3.5. a. Girdi sinyali x[n] ve B. LTl sistem h[n].

Simdi matematik kullanarak y[n] cikis sinyalini hesaplayalim. Ben toplama isleminde basim her
sikistiginda sigma operatoriinii agma yoluna gitmisimdir. Su ana kadar hep ise yarayan bir teknik
olmustur. Asagida verilen tim n degerleri icin katlama toplamini kendiniz hesap edin, katlama
toplaminin ne kadar karmasik bir islem oldugunu kendiniz tecriibe edin.

n=-ow, yln]=0

n=20, y[n] = x[0]h[0 — 0] + x[1]h[0 — 1] + x[2]h[0 —2] =0
n =3, y[n] = x[0]h[3 — 0] + x[1]h[3 — 1]+ x[2]h[3—-2] =1

n =4, y[n] = x[0]h[4 — 0] + x[1]h[4 — 1] + x[2]h[4 — 2] + x[3]h[4 —3] =0
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n =5, y[n] = x[0]h[5 — 0] + x[1]A[5 — 1] + x[2]h[5 — 2] + x[3]h[5 = 3] =2

Bu durumda y[3] = 1 ve y[5] = 2 olup diger tim n degerleri icin sifir olarak hesaplanan dizi y[n] =
&[n — 3] + 28[n — 5] olmalidir.

Acaba bu islemin kolay bir yolu var midir? Yoksa n, kesikli zaman degiskeninin tim degerleri icin tek
tek ¢ikis sinyalinin sifirdan farkli olup olmadigini kontrol etmek mi gerekmektedir?

3.2.2 Grafik yontemi ile kesikli zaman dogrusal, zamanda degismez
sistemlere ait ¢iktinin hesaplanmasi

Esitlik 3.4 dikkatle incelendiginde h[n — k] sinyalini, h[k] sinyalinin (k, artik burada bagimsiz degisken,
n ise sabit bir tam sayi olmak lizere) zamanda ters gevrilmis (time-reversed, -k) ve n kadar kaydiriimis
formu [n-k] olarak dustinebiliriz. Dolayisiyla ilk olarak Sekil 3.6.a’da goriilen h[k] sinyalinin, Sekil
3.6.b’de goruldigu gibi y-eksenine goére simetrigi alinarak h[—k] sinyalini elde etmek gerekmektedir.
Tahmin edilecegi Uzere bir sonraki adim, h[—k] sinyalini kullanarak h[n — k] sinyalini elde etmek
olacaktir. Sekil 3.6.b’deki h[—k] sinyaline n pozitif sayisi eklendiginde h[—k] sinyalini n kadar saga, n
negatif sayisi eklendiginde ise h[—k] sinyalini n kadar sola kaydirmis olup, olusturulan h[n — k]
sinyalini x[k] sinyali ile carpip toplayacak hale getirmis olacagiz.

3 3
2.5 2.5
2 2
1.5 1.5
= 1 O
= =
0.5 0.5
e ® ® ) ® o 3 ° ) o o 3 ® ®
0.5 0.5
1 1
8 6 4 2 0 2 4 6 8 -8 6 4 2 0 2 a 6 8
Kk Kk
a b.

Sekil 3.6 a. h[k] sinyali ve b. h[—k] sinyali.

Esitlik 3.4'te k degerini —oco’dan +o00’a kadar degistirecegimiz igin, Sekil 3.6.b’deki h[—k] sinyalinen =
—2 ekleyerek bu sinyali iki birim sola kaydirmaya ve x[k] ile bulusturmaya c¢alisacagiz.
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Sekil 3.7 a. x[k] sinyali,

n = —2icin b. h[—2 — k] ve c. y[—2] hesabi,

n = ligind. h[1 — k] ve e. y[1] hesabi,

n = 3i¢inf. h[3 — k] ve g. y[3] hesab,
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n = 4icin h. h[4 — k] ve i. y[4] hesab,

n = 5icin j. h[5 — k] ve k. y[5] hesab,

n = 6iginl. h[6 — k] ve m. y[6] hesabi ve

n = 7 igin n. h[7 — k] ve o. y[7] hesabi ile y[n] dizisinin tamaminin hesaplanmasi

Sekil 3.7.a x[k] sinyalini, Sekil 3.7.b ise h[—2 — k] sinyalini gostermektedir. h[—2 — k] sinyali, x[k]
sinyali ile cakismadigi icin (daha dogrusu x[k] sinyalinin sifirdan farkli degerleri, h[—2 — k] sinyalinin
sifir degerli noktalariyla ¢akistigi igin), Sekil 3.7.c’de gérilen y[n] sinyalininn = —2 igin degeri 0 olarak
elde edilmistir. Benzer sekilde n = 1igin h[1 — k] sinyali, x[k] sinyali ile cakismadigi igin Sekil 3.7.e’de
gorilen y[n] sinyalinin n = 1 igin degeri yine 0 olarak elde edilmistir.

h[n — k] sinyali ile x[k] sinyalinin ilk g¢akistiklari noktanin n =3 igin oldugu Sekil 3.7.fden
gorilmektedir. Burada n = 3 ve k = 0 icin, y[n] hesabinda sifirdan farkl bir deger elde edilmis ve bu
degern = 3igin elde edildigiigin Sekil 3.7.g’de y[3] = 1 olarak hesaplanmistir. Yapilan hesapta cakisan
tim noktalar, sadece cakistiklari degerlerle carpilmis (ki burada h[3 — k] = h[3—0] =h[3] =1 ile
x[k] = x[0] = 1 gakismis ve ¢arpimlari sonucu y[3] = 1 olarak yazilmistir) ve tim ¢arpim toplamlari
(Diger gakisan noktalarin birbirleriyle garpimi sifir oldugu hatirlanmalidir) y[3] hanesine yazilmistir.

Sekil 3.7.h ve Sekil 3.7.i"de gorildugi tzere n = 3 ve k = 0 igin sifirdan farkli degerli sayilarin herhangi
bir cakismasi s6z konusu olmadigi i¢in y[4] = 0 olarak kaydedilmistir.

Sekil 3.7'ye benzer sekilde bir diger cakisman = 5 ve k = 2 noktalarinda gézlenmis ve y[n] hesabinda
sifirdan farkli elde edilen bu deger n =5 igin elde edildigi igin Sekil 3.7.k'de y[5] = 2 olarak
kaydedilmistir (y[3] = 1 ile birlikte). Burada ise h[5 — k] = h[5 — 2] = h[3] = 1ile x[k] = x[2] = 2
cakismis ve garpimlari sonucu y[5] = 2 olarak yazilmistir.

Grafiksel katlama islemi ile elde edilen sonuglar, “3.2.1 Katlama toplami ile kesikli zaman dogrusal,
zamanda degismez sistemlere ait ¢iktinin hesaplanmasi” bolimiinde yapilan matematiksel islemler ile
birebir ayni sonuglari verecektir.

Sonuc olarak, grafiksel katlama isleminde katlanacak sinyalin y-eksenine gére simetrigi alindiktan sonra
—oo’dan +o0’a kadar kaydirilir ve katlanan diger sinyal ile ¢akisan noktalarda Esitlik 3.4’e uygun katlama
toplami yapilir.

3.2.3 Kesikli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler i¢in bir 6rnek

Katlama toplaminin tamamen anlasildigini, gerek katlama toplami formilini kullanarak, gerekse
grafiksel yontemler ile katlama toplami sonucunun (DZD-LTI sisteme ait c¢ikis sinyalinin)
hesaplanabileceginin anlasildigini varsaymaktayim. Sekil 3.8’de verilen 6rnegi, ¢c6ziimiine bakmadan
hesaplayabiliyorsaniz kesikli zaman dogrusal zamanda degismez sistemlere ait katlama toplami
kavranmis demektir.

Ornek problem
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Ornek problemi ¢zmeden énce asagidaki sorulara cevap arayiniz.

e y[n] ¢ikis sinyali, n'in hangi degerinden baslar?
e y[n] ¢ikis sinyalinin uzunlugu nedir? y[n] cikis sinyali kag elemanlidir?

x[n]
N

h[n]
N

b.
Sekil 3.8 Ornek olarak verilen a. x[n] ve b. h[n] kesikli zaman sinyalleri.
Ogrenme zor ve zaman alan bir siirectir. Bu drnegi iic farkli sekilde ¢cdzmenizi talep edecegim.

a) Katlama toplami formulini kullanarak,
b) Grafiksel yontem kullanarak ve
¢) MATLAB ortaminda bilgisayara ¢ozdiirecek kodu yazarak.

Dogal olarak tim yontemlerin tipatip ayni sonucu vermeleri gerekmektedir. Her bir yontem icin
ortalama on dakika harcamaniz gerekmektedir.

Sayfa 13



Simdi tecriibeye dayali birkac tavsiye ve ¢6ziim dnerisi vermek istiyorum. Ornek problemi ¢ézdiiyseniz
faydali bir tavsiye olacaktir. Ornek problemi ¢cézmek icin en az yarim saat harcamadiysaniz tamamen
bir vakit kaybi olacaktir. Ornek problemi ¢ézmek icin vakit harcayip ¢cézemediyseniz ¢ok daha dikkatli
okumaniz gerekecektir.

Tim DZD-LTI sistemler igin (kesikli ve siirekli zaman dahil) genel bir kural olarak giris sinyali ve diirti
tepkisi sinyalinin = 0 orijin noktasina oturacak sekilde saga veya sola kaydirin. Her bir sinyali ne kadar
kaydirdiginizi not alin. Simdi her iki sinyal orijin noktasindan bagsladigina gére ¢ikis sinyaliniz y[n], n =
0 noktasindan baslayacaktir. Dilediginiz yontem ile y[n] cikis sinyalini hesaplayin. Baslangigta giris ve
durtt tepkisi sinyallerini zamanda hangi yone kaydirdiysaniz biraz 6nce hesapladiginiz y[n] cikis
sinyalini ayni miktarda, ancak ters yonlere kaydirin. y[n] cikis sinyalinin hem genlik degerleri, hem de
bu degerlerin yerleri dogru oldu. Simdi neden yemek tarifi gibi bir yontem 6nerdigimizi ve daha da
dnemlisi neden calisacagini agiklayalim. Ozellikle bilgisayar programlama dillerinde diziler 0 ya da 1’den
baslar. Dolayisiyla katlama toplamini MATLAB ya da C gibi bir programlama dilinde uygulamaya
gecirirken negatif dizi indisi hatasi ile karsilasirsiniz. Onerdigim yéntem hem MATLAB ortaminda, hem
de elle yaptiginiz hesaplamalarda ¢ok isinize yaracaktir. Zira birgok durumda y[n] ¢ikis sinyaline ait
genlik degerleri dogru hesaplanmakta, ancak degerlerin yerleri yanlis hesaplanmaktadir. Verilen 6rnegi
¢Ozdiyseniz Siz de iki dizinin ilk olarak nerede kesistigi konusunda tereddiide diismusstintzdir. Her iki
dizinin (giris sinyali ve dirtu tepkisi) sifir noktasindan baslamasi durumunda tereddiit edilecek bir sey
kalmamaktadir. Liitfen gikis sinyalini ayni miktarda ancak ters yone kaydirmayi unutmayin.

Simdi gelelim ¢cok daha énemli bir konuya: Onerilen yéntem neden ¢alismaktadir? Sizin icin problemi
basite indirgeyeyim. Sadece giris sinyalini orijine oturacak sekilde zamanda kaydirsam, katlama
toplamini yaptiktan sonra c¢ikan sinyali ters yone kaydirsam sonuca etki etmis olur muydum? Hayir,
olmazdim. Clinku sistem zamanda degismezdir. Zaten sistem dogrusal ve zamanda degismez olmasa
katlama islemini kullanamazdim. Peki, ayni prosediri hem giris sinyaline, hem de dirtl tepkisine
uygulayabilmem nasil mimkin oldu? Demek ki zamanda degismezlik 6zelliginin yani sira katlama
islemi icin yer degistirme ozelligi de gecerli olmali: Giris sinyali ile dirti tepkisinin yerlerini
degistirdigimde katlama toplami ve katlama integrali icin sonug¢ degismiyor olmali. Bunun ispatini
yapmak ister misiniz?

Ornek soruyu ¢ézmeye baslamadan énce verilen ikinci tartisma konusu son derece faydali bir noktaya
1sik tutmaktadir. Genlik degerlerini ve yerlerini buldugunuz ¢ikis sinyalinin uzunlugu dogru mudur? Bu
sorunun cevabi Size global bir dogrulama, saglama imkani verecektir.

e y[n] cikis sinyalinin uzunlugu nedir? y[n] ¢ikis sinyali ka¢ elemanlidir?

Cikis sinyalinin uzunlugu, giris ve dirtil tepkisi sinyallerinin uzunluklarinin toplamindan bir eksiktir. Giris
sinyalinin uzunlugu N, dirti tepkisinin uzunlugu M olmak Gzere, N+ M —1 =5+ 4 — 1 = 8 olarak
bulunmaldir.
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3.3 Siirekli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler: Katlama
integrali

Kesikli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler icin detayli olarak tartisilan ve siirekli zamana
genisletilen katlama integrali Esitlik 3.6 ile verilir.

oo

y(t) = f x(MHh(t—-1)dt (3.6)

— 00

Esitlik 3.6 literatirde Esitlik 3.7 ile 6zdes olarak kullanilmaktadir. Esitlik 3.6’da kullanilan * isareti
katlama islemini, x ya da x(t) giris sinyalini, h ya da h(t) ise durtl tepkisini ifade etmektedir. Lutfen
isareti yerine  veya x gibi isaretler kullanmayiniz, dogrusal sistem analizinde ve sinyal isleme kuraminda
* isareti sistematik bir bicimde kesikli ve/veya sirekli zaman katlama islemini ifade etmek uzere
kullanilmaktadir.

y@®) =x(®)«h(t) =x*h (3.7)

Surekli zaman DZD-LTI bir sisteminin cikis sinyalini, diger bir deyisle katlama integralinin sonucunu
dogrudan etkileyen husus, katlama integralinin sinirlarina karar verilmesidir.

3.3.1 Siirekli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler icin bir 6rnek

Surekli zaman dogrusal, zamanda degismez sistemler icin, Sekil 3.9’da yer alan x(t) simetrik kare dalga
sinyali ve h(t) sinyalini, kesikli zamanda yapilan islemlere benzer bir yaklasimla katlayalim.

2 2
1 1 A
= g

0 0

-1 1

-10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
t t
a b.

Sekil 3.9 a. x(t) simetrik kare dalga sinyali ve b. h(t) sinyali.

Esitlik 3.8, x(t) kare dalga sinyalinin analitik denklemini,

—2<t<?2
Diger Yerler

x(t) = {(1)
(3.8)

Esitlik 3.9 ise h(t) sinyalinin analitik denklemini
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t, 0<t<1,5
h(t) = {0, Diger Yerler

(3.9)
gostermektedir.

Bu béliime kadar yapilan katlama islemlerinde x ve h sinyalleri orijinden basladigi icin, katlamayla elde
edilen c¢ikis sinyali y’de orijinden baslayarak bir takim degerler almisti. DZD sistemlerin zamanda
degismezlik 6zelliginden ve orijinden baslamanin hesap karmasikligini azaltmasindan faydalanarak
Sekil 3.9.a’daki x(t) sinyali zamanda iki birim saga kaydirilmis ve h(t) sinyalinin y eksenin gore simetrigi
ile birlikte Sekil 3.10’da gosterilmistir.

2 2
’g 1 1 \
3 8
[53 ~
[} =
® 0 0
x
1 1
10 5 0 5 10 10 5 0 5 10
tao tao
a. b.

ekil 3.10. a. Xgecici (7) sinyali ve b. h(—1) sinyali.
Grafiksel gosterimden 6nce analitik olarak katlama islemini gergeklestirelim.

Sekil 3.10’dan da gorildigi tzere, t < 0 icin Sekil 3.10’daki sinyallerde ¢akisma s6z konusu degildir.
Bu ylizden t < 0igin y(t) = x(t) * h(t) = 0 sonucuna varabiliriz.

Sekil 3.10.b’de, y eksenine goére ters ¢evrilmis h(—1) sinyalini eksi sonsuza dogru kaydirmadan once,
kaydirma islemi boyunca araliklarin takibini kolaylastirma adina Sekil 3.10.b’de T = 0 olan noktay: t,
ve T = —1,5 olan noktayi da t — 1,5 olarak etiketleyelim. O halde $ekil 3.10’daki xgec; (7) sinyali ile
h(—1) sinyalinin kismi olarak ¢cakismaya basladigi ilk araligi katlama integralinde T = 0 degerinden t =
t degerine kadar alabiliriz.

e KismiCakisma: 0 <t < 1,5igin

o]

Ygeciei(t) = f x(Oh(t - 1) dt

— 00

t

_[ x(Hh(t—-1)dt

0
t
=_[1(t—r)dr
0
L2t
=tT — —
212
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(3.10)

Esitlik 3.10°daki kismi ¢akismadan sonra, Sekil 3.10°daki Xgeici () sinyali ile h(—7) sinyalinin tam
olarak ¢cakismaya basladigi ilk araligi katlama integralinde T = t — 1,5 degerinden T = t degerine kadar
alabiliriz. Bu aralikta yapilacak katlama integralinin sonucu ise, y(t) sinyalinin 1,5 < t < 4 degeri igin
elde edilmis olacaktir.

e Tam Cakisma: 1,5 <t < 4igin

Y gecici(t) = f x(Dh(t - 0 de

—00

t
j x(Hh(t—1)drt

t-1,5
t
= f 1(t—1)dt
t-1,5
2|7t
=it ——
T=t-1,5
t2 (t—1,5)
= (t2 - ?> - [t(t - 1,5) — T]
:f_<t2_15t_t2—3t+2,25>
2 ' 2
t?2  (t?—2,25
=7_< 2 )
=1,125

(3.11)

Esitlik 3.11’deki tam gakismanin ardindan, h(—1) sinyali arti sonsuza dogru gitmeye devam ettikce
Xgecici(T) sinyalinden uzaklagmaya baglayacak, ancak halen ayrilma strecinde kismi cakisma devam
edecektir. Dolayisiyla, Sekil 3.10’daki Xgecici(T) sinyali ile h(—17) sinyalinin kismi olarak ¢akismaya
devam ettigi son araligi katlama integralinde T = t — 1,5 degerinden T = 4 degerine kadar alabiliriz.
Bu sayede y gecici (1) sinyalini Esitlik 3.12'de 4 < t < 5,5 degeri icin elde etmis olacagiz.

e KismiCakisma: 4 < t < 5,5icin

Y gecici(t) = f x(Oh(t - 0 de
X
= f x(th(t—1)dt
t-1,5

Sayfa 17



= f 1(t—1)drt
t—1,5
Tz =4
=tr——
T=t-1,5
(t - 1'5)2
= (4t —8) — [t(t — 1,5) i m—
_—8) t? —2,25
B 2
t2
= —7+ 4t — 6,875

(3.12)

t > 5,5 icin herhangi bir cakisma olmadig igin ygecici(t) sinyali bu aralikta O degerinde elde

edilmektedir.

Sonug olarak Esitlik 3.13, parcali fonksiyon olarak tanimli hale gelen y g¢c;c; (t) sinyalini 6zetlemektedir.

( 0, t<0
t2
o 0<t<1,5
Ygecici(t) = 1 1,125, 15<t<4

tz
—?+4t—6,875, 4<t<5,5

\ 0, t>5,5

(3.13)

DZD sistemlerin zamanda degismezlik 6zellig§inden ve orijinden baslamanin hesap karmasikligini
azaltmasindan faydalanarak Sekil 3.9.a’daki x(t) sinyali zamanda iki birim saga kaydiriimisti. Dolayisiyla,
Esitlik 3.13 ile elde edilen yg.;c; (t) sinyali, DZD sistemin zamanda degismezlik 6zelliginden dolay! iki
birim sola kaydirilirsa Sekil 3.9.a’daki x(t) simetrik kare dalga sinyali ile Sekil 3.9.b’deki h(t) sinyalinin
katlama sonucu y(t), Esitlik 3.14’te goruldugi gibi elde edilebilir.

( 0, t< -2
t2
> —2<t<-05
y(t) =« 1,125, -05<t<?2
t2
—7+4t—6,875, 2<t<35
\ 0, t>35

(3.14)

Sekil 3.11, sirasiyla Esitlik 3.13'te ve Esitlik 3.14'te elde edilen ygeqci(t) ve y(t) sinyallerini

gostermektedir.
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[\

y-gegici(t)

-0.5

-0.5

t

b.
sekil 3.11 a. y gecici (D) ve b. y(t) = x(t) = h(t).

Yapilan analitik islemlerdeki kismi ve tam g¢akisma ifadelerinin grafiksel gosterimi ise Sekil 3.12’de
gosterilmektedir.

2
g 1
(0]
? 0
x
1.5
-1
-10 5 0 5 10 1
tao =
&
) é 0.5
IS
0
5 1
i) -0.5
Xy -10 -5 0 5 10
o
K
-10 5 0 5 10
tao
a b.
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y(t)

0.5

-0.5
-10 -8

Sekil 3.12 t = —5i¢ina. h(—5 — T)ve b. yyecici (t) hesab,

t = —=3iginc. h(=3 — 1) ve d. Ygecici (t) hesabi,

t =—1ligine. h(—1 — 7)ve f. ygecici(t)hesab,
t =0,75ic¢ing. h(0,75 — T) ve h. Ygecici (£)[0,75] hesab,
t =1,5ic¢ini. h(1,5 — 7) ve j. ¥gecici (t) hesab,
t =3icink. h(3 — 1) ve l. ygecici (t)hesab,
t =4icinm. h(4 — 7) ve n. ygecici(H)hesab,
t =5igin 0. h(5 — 1) ve p. Ygecici (t)hesab,
t =7iginr. h(7 — T) ve s. Ygecici (t)hesab,
t. Ygecici(t) ve u. y(¢) sinyalleri.

Sekil 3.12 (a)-(f) ve (r)-(s) cakisma olmayan durumlari, Sekil 3.12 (g)-(j) ve (o0)-(p) kismi ¢akisma olan

durumlari Sekil 3.12 (k)-(n) ise tam gakisma olan durumlarin temsili gésterimleridir. Sonug olarak elde
edilen ¢ikis sinyalleri ise Sekil 3.12.t ve Sekil 3.12.u’da elde edilmektedir.
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