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3.4 Katlama islemi ozellikleri

Kesikli ya da surekli zaman DZD-LTI bir sisteme ait ¢ikis sinyalini hesaplarken katlama isleminin
Ozelliklerini kullanabilirsiniz. Tium bu 6zellikleri kullanirken unutulmamasi gereken en 6énemli husus
katlama isleminin sadece ve sadece dogrusal zamanla degismez sistemler icin gecerli olacagidir.
Dogrusal olmayan bir sistem icin de diirtl tepkisi gecerli olacaktir, diger bir deyisle dogrusal olmayan
bir sistemin girisine dirti uygulandiginda cikisinda dirtl tepkisi gozlenecektir; ANCAK dogrusal
olmayan bu sistem sadece dirti tepkisi ile ifade edilemeyecektir, katlama islemi dogrusal olmayan
sistemde kullanilamayacaktir.

3.4.1 Yer degistirme 6zelligi (Commutative Property)

ister kesikli zamanda olsun, ister siirekli zamanda, katlama isleminin en basit ancak en temel 6zelligi
yer degistirme o6zelligidir. Esitlik 3.15’te sunulan denklem giris sinyali ile DZD-LTI sistemin dirti
tepkisinin yer degistirebilecegini gostermektedir. Bunun pratik olarak faydasi katlama isleminin
grafiksel olarak gerceklestirilmesinde ortaya cikar. Katlama sirasinda diledigimiz sinyalin (dirtl tepkisi
ya da giris sinyali) tersini alabilecegimiz anlamina gelmektedir. Bu durumda “3.2.3 Kesikli zaman
dogrusal, zamanda degismez sistemler icin bir 6rnek” boliminde verdigimiz “tliyolara” ek olarak,
grafiksel islem ile katlama gercgeklestirirken diledigimiz sinyalin y-eksenine gére simetrigini alabiliriz.

y[n] = x[n] * k] = h[n] * x[n] = z x[klh[n — k] = Z hlklx[n — k]
k=—o00 k=—o0
y(t) =x(t) *h(t) = h(t) *x(t) = j x(Dh(t—1)dt = f h(D)x(t —t)dt (3.15)

ISPAT:

n — k = r degisken déniisimiini uygulayalim. Bu durumda k = n — r elde edilir.

o]

y[n] = x[n] * hn] = Z x[kJhn — k] = Z x[n = r]h[r] (3.16)

k=—o0

Simdi r yerine k degiskenini kullanip Esitlik 3.16’y1 organize edersek,

[oe]

y[n] = x[n] * h[n] = z x[k]h[n — k] = Z hiklx[n — k] = hin]*x[n] 5,

k=—o0 k=—o0

Esitlik 3.17 ile Esitlik 3.15’in tipatip ayni oldugunu gdstermis oluruz. Stirekli zaman igin ispat tamamen
ayni oldugu icin yapilmayacaktir.

3.4.2 Dagilma ozelligi (Distributive Property)

Katlama islemiigin gecerli olan bir diger basit ama etkin 6zellik Esitlik 3.18’de verilen dagilma 6zelligidir.

y(£) = x(t) * (hy(t) + hy(8)) = x(£) * hy (t) + x(8) * hy(2) (3.18)
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ISPAT:

Y =X h(©) = h(©) < x(©) = [ KO- dr,
MO =mO+h6
y© = (4O + 1 ©) 20 = [ (@ +h@)x(c— D) dr

y(t) = f hy(Dx(t — 1) dt + f h,(D)x(t — 1) dt (3.19)

= () * hy(£) + () * By ()

Esitlik 3.19’daki ispattan agik ve net olarak gorulebilecegi lizere dagilma 6zelligi ikiden ¢ok sistem igin
de gecerli olacaktir. Bu durumda dagilma 6zelliginin fiziksel anlami kendini paralel sistemlerde bulur.
Sekil 3.13’te verilen paralel bagh iki veya daha ¢ok sistem tek bir sistem altinda dagilma o6zelligi

kullanilarak verilebilir.

y1(t)
hy(2)
t
() ———— Q F—> y(©)
hy(t)
y2(t)
a.

x(t) —> h@O+h0O | — > y(t)
b.

Sekil 3.13 Dagilma 6zelliginin DZD-LTI sistemler iin fiziksel anlamu. a. iki ayri sistem ve b. Dagiima
ozelligi ile elde edilen tek bir sistem.

Hazir ispatlara baslamis iken dagilma 6zelligini yer degistirme 6zelligi ile birlestirerek kullanirsak Esitlik
3.20’ye ulasiriz. Esitlik 3.20 tanidik gelmis olmali. Karmasik bir giris sinyalini, basit giris sinyallerinin
toplami seklinde ifade edebiliyor isek ¢ikis sinyali; sistemin, bu basit giris sinyallerine verdigi ¢ikis

sinyallerinin toplami olur.

y(£) = h(t) * (x1(t) + x5()) = 2, () * h(£) + x,(t) * h(¢) (3.20)
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3.4.2.1 Dagilma o6zelligi kullanarak karmasik bir katlama isleminin basit hale
indirgenmesine 6rnek

Haberlesme teorisinde ¢ok kullanilan ve 6grencilerin zaman boélgesinde olmasa da frekans boélgesinde
katlamakta gliclik cektikleri sinyal Sekil 3.14’te verilmistir. Her ne kadar 6rnek ¢6zimli de olsa,
¢O6zimiinl incelemeden katlama islemini mutlaka kendiniz gerceklestirmeye galisiniz. Unutmayiniz kag
kere ve kag farkli kisinin bisiklete bindigini seyretmek Size bisiklete binmeyi 6gretmez. Bisiklete kendiniz
binip, en az bir kere diismelisiniz. Asagidaki 6rnegi ¢dzerken birden fazla dlismeniz normal sayilabilir.

h(t) x(t)
1 1 N
S I B A
-T/2 T/2 2TTT 00 T T ‘T2T
a. b.

Sekil 3.14 a. h(t) ve b. x(t) sinyallerinin katlanmasi.

Genel olarak herhangi bir sorunu c¢ozerken dagilma oOzelliginden faydalanabiliyor isek mutlaka
faydalanmaliyiz. YANi: Karmasik bir problemi, birden cok basit problemin toplami seklinde ifade
edebiliyor ve ¢6zdiglimiiz basit problemleri topladigimizda karmasik problemin ¢6ziimiine ulasabiliyor
isek hayati kolaylastirmis oluruz. Katlama isleminin dogrusal ve zamanda degismez oldugunu
bildigimizden ve dagilma 6zelliginden dolayi karmasik bir giris sinyalini, basit giris sinyallerinin toplami
seklinde ifade edebilmemizden faydalanmak istersek, yukaridaki problemi

a) x(t) giris sinyalini basit sinyal/sinyallerin toplami olarak ifade edelim.
b) Her bir basit giris sinyali icin katlama islemini gerceklestirelim.
c) Katlama islemlerinin toplami bize aradigimiz katlama islemi sonucunu verecektir.

Ornek soruyu felsefi ydnden ¢ézmiis bulunuyoruz. Simdi matematik kullanarak yordamin a) sikkini
cozelim. x(t) sinyali stirekli zamanda kaymis birim diirti sinyallerinin toplamindan ibarettir.

a) x(t) giris sinyalini basit sinyal/sinyallerin toplami olarak ifade edelim, daha sonra toplami
toplama operatéri haline getirerek pekistirelim. Sekil 3.14.b’de sunulan x(t) sinyalinden
Esitlik 3.21.a’ya, oradan da Esitlik 3.21.b’ye gecis yumusak ve anlasilir olmalidir. Yordamin a)
sikkint anlamadan, b) sikkini anlamak mimkiin degildir.

x(t)=-+8t-2T)+65t—-T)+5@)+6(t+T)+6(t+2T)+ - (3.21a)
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x(t) = ¥ _ o 8(t — kT) (3.21b)

b) Her bir basit giris sinyali i¢in katlama islemini gerceklestirelim. Mevcut durum itibari ile h(t)
sinyalini birim dirtl sinyallerinden herhangi biri ile katlamak gerekmektedir. h(t) sinyalini
ornegin 6(t) sinyali ile katladigimizda ne elde ederiz? Umarim Esitlik 3.22’deki daha 6nce
ogrendiklerimizi unutmuyoruz.

(o] (0]

y(t) = f x(Dh(t—1)dt = f h(D)x(t —1)dt
y(®) = [~ h(@)8(t — 1) dt = h(t) (3.22)

Herhangi bir sinyali birim dirtd sinyali ile katladigimizda kendisini elde ederiz. Bu durumda
sadece 6(t) sinyali ile katladigimizda h(t) sinyalini elde etmis oluruz. Bu sinyal, Sekil 3.15’te
gosterilmis olup, giris sinyalinin t=0 anindaki bileseni nedeniyle ortaya giktigi igin v, (t) olarak
adlandirilacaktir.

wedth)

-T/2 T/2
T 0 T T

Sekil 3.15 Sekil 3.14’te verilen h(t) sinyalinin 6(t) sinyali ile katlanmasi sonucu ortayan ¢ikan sinyal.

Katlama islemine devam edersek sira, saga dogru gitmemiz durumunda 6 (t — T), sola dogru gitmemiz
durumunda ise §(t + T) sinyaline gelecektir. Nasil olsa tiim sinyaller ile tek tek katlayacagimiza gore
hangi sinyal ile 6nce katladigimizin higbir dnemi yoktur. Ben nedensel bir insan oldugum igin §(t — T)
sinyaline oncelik verecegim. Acaba &(t — T) sinyali ile h(t) sinyalini katladigimizda ortaya ne
cikacaktir? §(t — T) sinyalini T kadar sola kaydirmamiz durumunda & (t) sinyalini elde ederiz. Bu sinyali
h(t) sinyali ile katlar isek y,(t) sinyalini elde ederiz. Simdi bu sinyali T kadar saga kaydirmamiz
durumunda Sekil 3.16’da verilen katlama sonucunu elde ederiz. Katlama isleminin zamanda
degismezlik 6zelliginden faydalandigimizi hatirlatmak isterim. Bu sinyali y_;(t) olarak adlandirmayi

uygun buluyorum.
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y-r(t)

N

T2 T 312 T 0 T

Sekil 3.16 Sekil 3.14’te verilen h(t) sinyalinin §(t — T) sinyali ile katlanmasi sonucu ortayan ¢ikan
sinyal.

Benzersekilde x(t) = -+ 8t —2T) + 5t —T) +5(t) + 5(t + T) + 5(t + 2T) + -+ sinyalinin tim
bilesenleri igin sirasiyla y(t) = -+ + hyp(t) + hp(t) + ho(t) + h_p(t) + h_pp(t) + -+ sinyalini elde
ederiz. y(t) sinyali Sekil 3.17’de verilmistir.

y(t)

-T/2 0 T2 T 37/2 T 0 T T

Sekil 3.17 Sekil 3.14’te verilen h(t) sinyalinin x(t) sinyali ile katlanmasi sonucu ortayan gikan sinyal.

3.4.3 Birlesme 0zelligi (Assocative Property)
Katlama islemi icin gegerli olan bir diger basit ama etkin Ozellik Esitlik 3.23’te verilen birlesme
ozelligidir.

y(£) = x(t) * (hy(t) * hy (1)) = (x(t) * hy () * hy(8) = x(£) * h(t) (3.23)

Bu ozellik, Sekil 3.18’de (katlamanin birlesme 6zelliginde) gosterildigi izere birbirine (cascade) seri
bagl iki dogrusal zamanda degismez sistemin aslinda tek bir sistem altinda birlestirilebilecegini
gostermektedir. Ayni zamanda birden fazla dogrusal zamanda degismez sistem bulundugunda ilk
sistemin cikisinin ikinci sistemin girisi olarak incelenmesini kolaylastiracaktir. Bir 6nceki bolimde
incelendigi Gizere yer degistirme ve dagilma o6zellikleri ile birlikte incelemek mimkunddr.
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x(t)

h, (6) > y()

\4

hy(t)

A 4

x(t) ———f h(t) =hi () * h () —— y(O)

x() ——— h(t) =hy() * 1y () ——— ¥(O)

x(t) — h(®)

h(t) —— ()

\ 4

Sekil 3.18 Katlamanin birlesme 6zelligi.
3.5 Dogrusal Zamanda Degismez Sistem Ozellikleri

Bu bolimde sirekli zaman dogrusal zamanda degismez sistemlerine ait 6zellikler agiklanacak, bu
sistemlere ait matematiksel tanimlar verilecek ve en dnemlisi bu modeller ile bu modellerin gercek
diinyada ifade ettigi sistemler arasinda bir képri kurulacaktir.

3.5.1 DZD bellekli ve belleksiz sistemler [LTI Systems with and without
memory (memoryless)]

Bir sistemin cikisi, girisin SADECE o andaki degerlerine bagli ise bu sisteme belleksiz sistem denir. Bu
durumda dogrusal zamanda degismez sisteme ait cikis-giris iliskisi Esitlik 3.24’te verildigi gibi bir
bicimde olmalidir. Burada a sabit bir katsayi, dirtl tepkisi ise giris sinyalinin sadece o anki
degerlerinden olusmalidir.

y(t) = ax(t)
(3.24)

Esitlik 3.24’te verilen sistem en basit belleksiz sisteme glizel bir 6rnektir. Sistem c¢ikis saglamak igin
girisin sadece o andaki degerine ihtiya¢ duyar, simdi asagidaki denkleme bakmadan Esitlik 3.24 ile
verilen sistem icin sistemin dirtl tepkisini yazmaniz beklenmektedir. Dogrusal zamanda degismez bir
sistem igin dirtd tepkisi, giris sinyalinin bir dirtl oldugu durumdur. Bu durumda birim diirtli yerine
giris sinyalini yazdigimizda, durti tepkisi ¢ikis sinyalini verecektir.

h(t) = ad(t) (3.25)
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3.5.2 DZD Nedensel sistemler (LTI, Casual systems)

Eger bir sistemin g¢ikisi, girisin o an dahil olmak lizere 6nceki degerlerine bagli ise sisteme nedensel
(casual) sistem denir. Bu durumda Esitlik 3.25'te belleksiz sistemler icin verdigimiz dirtli tepkisi
tanimini nedensel sistemler i¢in yapabilir misiniz?

h(t) =0, t<0 (3.26)

Esitlik 3.26’da verilen sistemlere saga yash (right sided) sistemler denir. Bunun nedeni sistemin
nedensel olabilmesi igin dirti tepkisinin sadece 0 ve sifirdan sonraki degerleri igermesi gerekliligidir.

iSPAT:

Dogrusal zamanda degismez bir sistem icin katlama integralini alir isek:

() = f *(Dh(t — 1) dr = f h(r)x(t — 1) dr

Sistemin nedensel olabilmesi icin cikis sinyalinin, giris sinyalinin sadece o an ve o andan 6nceki
degerlerine bagl olmasi gerekir. Bu durumda integralin sinirlari negatif degerler iceremez. Aksi
takdirde ¢ikis sinyalinin t anindaki degeri icin giris sinyalinin t anindan sonraki degerlerine (t + 1)
ihtiyac duyulur.

y(®) = [, h(@Dx(t — 1) dr (3.27)
Esitlik 3.27’den acikga gorilebilecegi Gizere nedensel DZD bir sistem igin
h(t) =0, <0

olmalidir. ISPAT burada bitirilemez. Peki bu durumda yer degistirme 6zelligi hala daha gegerli midir?

[oe]

y(t) = f h(Dx(t—1)dt #+ f x(D)h(t —1)dt
0

0

(3.28)

Suphesiz, Esitlik 3.28’in ikinci kismi, giris sinyalinin sadece zaman igin sifirdan biyik oldugu anlarin
kullanimini gerektirmektedir. Bu nedenle yer degistirme 6zelligi nedensel DZD sistemler icin bu sekilde
tanimlanamaz. PEKi nasil tanimlanir? Basit bir degisken donisimi ile sonucu sizin bulmanizi
bekliyorum. Bir ipucu daha vereyim, énce u = (t — 1) degisken dénlsiimi yapip daha sonra (1) = u
degisken donlisimi yaptiginizda Esitlik 3.29’a ulasmaniz gerekir.

t oo
y(t) = jx(r)h(t —17)dt = j h(Dx(t —1)dt
—o0 0

(3.29)
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Esitlik 3.29’u inceledigimizde harcadiginiz mirekkep ve kagida degdigini goreceksiniz. Cikis sinyalinin t
anindaki degerini elde edebilmek igin giris sinyalinin t anindan onceki tim degerlerini kullanmamiz
gerektigi gorilmektedir ki, bu tam olarak nedensel sistemin tanimi ile ortiismektedir. Bir kez daha
matematik olayin dogasini, fizigini anlamamiz icin mikemmel bir ara¢ olmustur. Nedensel DZD
sistemler icin ¢ikis sinyalinin o anki degerini elde edebilmemiz igin giris sinyalinin sadece o an ve/veya
o andan 6nceki degerlerini kullanmamiz gerekmektedir. Girig sinyalinin t anindan sonraki degerlerini
kullaniyor olsa idik sistemi nedensel olarak adlandiramazdik. Tiim bu tartismalarimiz sirasinda nedensel
DZD bir sistem ile bu sisteme ait diirtl tepkisi sinyalinin nedensel olmasinin ayni anlama geldigi aciktir.
Bu durum, DZD sistemler igin dirtl tepkisi sinyalinin sistemi betimlemek igin tek basina yeterli
olmasinin dogal bir sonucudur.

3.5.3 DZD Kararh sistemler (LTI Stable systems)

“2.1.5 Kararli Sistemler” bélimiine geri donersek, kararli sistemler icin: Sinirli bir girise sinirli bir ¢ikis
veren sistemlere kararli sistemler denir. Bu tanim, bizi diirt(i tepkisi acisindan acaba nereye gotirir?

[x(t)| < S tiim t degerleri igin
(3.30)

Giris sinirli bir degere sahip ise tim zaman degerleri icin giris sinyali sinirh bir S degerinden kiigik
olmalidir. Bu durumda katlama integralinin her iki tarafinin mutlak degerini alirsak:

ly(@©l = fh(T)X(t —1)dr
(3.31)
Esitlik 3.31 Gzerinde Uggen esitsizligini uygular isek:
ly(®l < flh(f)llx(t —1)ldr
(3.32)

Giris sinyalinin tim degerleri S’den kiiclik olduguna gore ve S bir sabit olduguna gore integral disina
cikarilabilir.

(Ol <5 f Ih(0)] de

(3.33)

Kararh bir sistem, sinirli bir girise sinirl bir ¢ikis vereceginden Esitlik 3.34 saglanmalidir. Diger bir deyisle
DZD bir sistem icin; sinirli bir girisin sinirli bir ¢ikis verebilmesi i¢in dirti tepkisinin mutlak
integrallenebilir (toplanabilir) (absolutely integrable) olmasi, yani Esitlik 3.34’U saglamasi gerekir.
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oo

flh(r)ldr < oo

— 00

(3.34)

DZD bir sistemin sadece dirtl tepkisine bakarak kararhligina karar verebilmek sasirtici olmamalidir;
ancak acaba sinirli bir giris nasil olur da sinirli olmayan bir gikis sinyali Gretebilir? Bu durumu anlamak
icin Esitlik 3.34 incelenmelidir. Esitlik 3.34 saglanmadiginda, giris sinirli bile olsa c¢ikis sinirli
olmayacaktir. Akliniza gelen bdyle en az bir sistem var midir?

3.5.4 DZD Tersinir sistemler (LTI Inverse systems)
Dogrusal zamanda degismez bir sistemin tersinin olmasi; ilk sisteme seri baglanmasi durumunda ikinci

sistemin cikisinin, ilk sistemin girisi ile ayni olmasi durumunda gerceklesir. Sekil 3.19°da dogrusal
zamanda degismez bir tersinir sistem gosterilmektedir.

y(t)

AT > Y (®

= x(t)

x(t) —» h(t)

A 4

x(t) — 3| Identity (Ozdes) |—» x(t)
Sistem

Sekil 3.19 DZD tersinir sistem.
Katlama isleminin birlesme 6zelligini kullanirsak,
y'® =x(t) = (x(@©) *h(®)) * h 72 ({) = y(&) * A 71(t) = x(t) * (h(t) * R "1(D)) = x(t) * &(t)
(3.35)

Bu durumda h(t) * h ~1(t) = &(t) vermelidir. Diger bir deyisle bir sistemin tersini aradigimizda
elimizdeki sistemin dirti tepkisini ne ile katlamaliyim ki birim dirti fonksiyonunu elde edeyim
sorusunun cevabini aramakta oluruz. Hemen ifade etmeliyim ki zaman bolgesinde ¢6zimu kolay bir
soru degildir. Frekans bolgesinin kullanish oldugu bir diger alan da tersinir sistemlerdir; ancak bunun

icin sonraki bolimleri okumak gerekecektir.
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3.6 Kendini birim diirtii zanneden sinyaller (Singularity functions)

Dogrusal zamanda degismez sistemler ve bu sistemlerin ayrilmaz bir bitind olan katlama integrali
denince akla ilk gelen birim diirtl fonksiyonu olmalidir. “1.2.1.2 Sirekli zamanda birim diirti ve birim
basamak fonksiyonlar1” boliimiinde detayli anlatildigl Gzere sirekli zaman birim dirtl sinyali cogu
zaman kolaylikla anlasilamayan ve {izerinde ¢ok hata yapilan sinyallerden biridir. Ornek olarak &, (t)
fonksiyonunu ele alalim. Cok iyi biliyoruz ki herhangi bir sinyali birim dirti fonksiyonu ile
katladigimizda yine ayni sinyali (ya da fonksiyonu) elde ederiz. Bu durumda birim diirtd sinyali ile birim
dirtl sinyalini katladigimizda gene birim diirtl sinyalini elde edecegimiz agiktir.

x(t) = x(t) = 5(t)
o(t) =6(t) = 6(t)
(3.36)

Bu durumda acaba 8,(t) * §5,(t) sonucunda ne elde ederiz? Sekil 3.20.a’da 8, (t) fonksiyonu
gosterilmektedir. Bu bolimin sonuna geldigimizde bu sinyali kendi ile katlamayi basarabileceginizden
eminim. Ben yine de sonucu Sekil 3.20.b’de vermeyi uygun buluyorum.

1/delta

dirak delta(t)

0.5

delta
-0.5
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1 1/ delta

o ne(t)
&
—

-0.5

Sekil 3.20 a. 5, (t) sinyali ve b. 0, (t) = 85(t) * 65(t) kendini birim dirti zanneden sinyal.

Katlama sonucunda ¢ikan sinyalden agikga gorilecegi zere §,(t) fonksiyonunun kendi ile katlanmasi
sonucunda 6, (t) fonksiyonu ortaya gikmamistir.

One(t) = () * 85 (t) # O5(L)
(3.37)

Bu durumda 8,(t) fonksiyonunun surekli zaman birim dirtd fonksiyonu olmadigi fikri mi ortaya
atilmalidir? Bu gergekten karisik bir durumdur, Ustelik ¢ogu 6grencinin kesikli zamanda inceleyelim,
dyle anlariz, dyle ¢dzeriz yaklasimi yetersiz kalacaktir (isterseniz bir de siz deneyin.). Bu durum siirekli
zaman fonksiyonlarina 6zel bir durumdur. Ozel durumlar, 6zel incelemeler gerektirir. Malum esitlik
sadece limit durumda gecerlidir.

lim (84(6) * 6a(8)) = limope (1) = lim 8,(6) = 8(2)
(3.38)

Esitlik 3.38, bir basamak daha ileri gotirilebilir. §,(t) fonksiyonu bu incelemenin konusu olan tek
fonksiyon degildir, limit durumda &(t) fonksiyonuna dontsen tiim fonksiyonlari (6rnegin 0, (t))
“kendini birim dirtl zanneden” sinyaller olarak adlandirabiliriz. Bizim icin 6nemli olan limit durumda
Esitlik 3.38’in varligidir. Detayh tartisma ve inceleme matematik literatlirlinde “Distribution Theory and
Transform Analysis” ve “Generalised Functions” baslklari altinda yaygin olarak bulunabilir.
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