MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 13

4. INTEGRALLER
4.1. Kompleks integrasyon

Tamim 1. f: [a,b] C R — C fonksiyonu f(t) = wu(t) + iv(t) bi¢iminde
olsun. Eger u ve v, [a, b] araligi {izerinde integrallenebilirse,

/abf(t)dt _ /abu(t)dt +i/abv(t)dt

Tanim 2. A, C de agik bir kilme f : A — C siirekli ve C' : [a,b] — C,
C([a,b]) C A diferensiyellenebilir bir egri olsun. f nin C' boyunca integrali

[7=[ e
c c
simgesi ile gosterilir ve

[ 1= [ 5= [ 0o

Onerme 1. C egrisinin uzunlugu L ve | f(2)| nin C' iizerindeki maksimum

degeri M ise
/ f(z)dz
c

Soru 1. C ug noktalar1 a ve  olan diferensiyellenebilir bir egri ve k bir
kompleks say1 olmak tizere,

olarak tamimlanir.

olarak tamimlanir.

< /C (2)ld= < ML

esitsizligi gergeklenir.

a) [ kdz=k(f — )
b) [, zdz = 5(8* — ?)

C) fC 2l = %H(Bn+1 _ an+1)’ n 7é -1
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oldugunu gosteriniz.

Coziim. a) [, kdz =k [, dz dir. f(z) =1 ve belirli bir integralde sabit
ihmal edilebileceginden, F'(z) = z nin tiirevi f(z) dir. O halde

Jokdz =k [, dz = kz|} = k(B — o),
b) fc zdz = f(j d(%ZQ) = %Z2|§ = %(52 - a2> )

n n+1 n n ’I’Z
c) fo2"dz = [ d(5) = wiga™ Tl = g (BT — ot n# —1elde
edilir.

Soru 2. foﬂ e'tdt integralini hesaplayiniz.

Cozum. 1. Yol.

/ eitdt:/ (cost + isint)dt
0 0

:/ costdt—l—z’/ sintdt
0 0

= sint|g — icost|j

= (sinm — sin0) — i (cosm — cos0)
=0—i(-1-1)

=2

bulunur.

2. Yol Eger U(t) +iV(t) = F(f) denilirse F, f nin antitiirevi olur ve
Sy F(0)dt = P(6)]h = F(b) = F(a) d.

Boylece

L 1 . )
0 1

bulunur.

Ankara Universitesi Acik Ders Malzemeleri Sayfa 2



MAT355 Kompleks Fonksiyonlar Teorisi | Hafta 13

Soru 3. C egrisi |z| = 1 gemberi olmak iizere [, |z|?dz integralini
hesaplayiniz.
Coziim. O egrisi |z| = 1 cemberi oldugundan z = €, 0 < § < 2r

biciminde yazilabilir. Buradan dz = ie®df olur ve

2m
/|z|2d2—/ ¥ |2ie df
c 0
2T
:/ ie’df
0

4027
=e |
2627”_61.0
=1-1=0

elde edilir.

Soru 4. C egrisi u¢ noktalar1 —i, 4 olan diizgiin egri olmak {tizere

/ (52° — 22% + iz + 8i)dz
c

integralini hesaplayimiz.

Cozum.
/(523 —22° +iz + 8i)dz = / 52%dz — / 22%dz + / izdz + / 8idz
c —i —i —i —i
0 a2 Ly o
=17 |, % |, + 50 |, + 8iz|%,;
2, 1 D
=0—(—i—i)+ z(—1+1)+8i(i+1i) = - (¢ — 16)
3 2 3
bulunur.
Soru 5: f((;f))@y + 2?)dx + (3x — y)dy integralini,

a) r = 2t, y = t* + 3 egitlikleri ile verilen yol boyunca,

b) (0,3) den (2,3) noktasina giden ve sonra (2,3) noktasindan (2,4) nok-
tasina giden dogru parcalarinin olugturdugu yol boyunca hesaplayiniz.
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Coziim: a)(0,3) ve (2,4) noktalar1 parabol iizerinde t = 0 ve t = 1
noktalarina kargilik gelmektedir. Boylece

(2,4) 1 1
/ (29 + 22)dx + (3¢ — y)dy — / 2(F + 3) + (20)2]2d1 + / (6 — (12 + 3)|2¢dt
(0,3) 0 0

1
= / [24#% + 12 — 2t — 6t]dt = ?
0

bulunur.

b) (0,3) den (2,3) noktasina giden dogru denklemi y = 3 oldugundan,
dy = 0 olur. O halde bu dogru boyunca integral

2 2 44
/ (6 + 2*)dx + (32 — 3).0 = / (6 + 2°)dx = 3
=0 0

bulunur.
(2,3) den (3,4) noktasina giden dogru denklemi x = 2 oldugundan dz = 0
olur. O halde bu dogru boyunca integral

/3(2y+4).0+(6—y)dy:/3 (6—y)dy:g

bulunur.

Boylece aranan integral

W

44
3
olarak elde edilir.

4.2. Cevre Integralleri

dz

z—a

Soru 1. C egrisi |z —a] = R, (R > 0) ¢emberi olmak tizere [,
integralini hesaplayiniz.

Cozim.
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Buna gore

z—al|=R=z2—a=Re? = 2=a+ Re?, dz=iRe?df, 0 <6 <27
olur.

Boylece

d 27 60
/Z Za:/ %dezimg“:@(zw—m:zm
Cc <~ 0

elde edilir.

Soru 2. C egrisi y = x? paraboliiniin (0, 0) ve (3,9) noktalar arasindaki
pargast olmak tzere |, o 2dz integralini hesaplayimiz.

Coziim. [, f(2)dz = [,(u+ iv)(dz + idy) olmak iizere

/Edz:/(a:—iy)(deridy), y =1 = dy = 2xdw
C C

(3,9)
= / (z — 2?)(dx + i2xdx)
(

0,0)

3
= / xdx + i22%dx — ix’dr + 223dx
0

3
= / (22° + x)dx + iz’dx
0

2 3
= Gx4+%+z’%) K
819 27
—54‘54‘23
=454+ %

bulunur.

Soru 3. C egrisi z; = 0 noktasini zo = 2 + 47 noktasina birlegtiren dogru
pargas: olmak tizere [, |z|°dz integralini hesaplayimiz.

Cozum. 1. Yol.
Yy—th T

Y2 — U1 Tog — X1
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esitliginden Z%g = ‘;%8 olup y = 2x dogrusu bulunur. y = 2z = dy = 2dx ve

(2:4)
/ |z?dz = / (z* + y*)(dx + idy)
c ©

70)

2
/ (2% + 42%)(dx + 2idx)
0

2
:/ 52%(dx + 2idx)
0

2 2
= / S5xldx + i / 1022dx
0 0

elde edilir.

2. Yol. 2z ve zy noktalarini birlestiren dogru parcasinin parametrik
denklemi
2(t) =21+ t(z0—2z1), 0<t <1

seklindedir. Buna gore z; = 0, 25 = 2 + 47 olmak tizere

Z(t)=0+t(24+4i—0)=(2+4i)t, 0<t<1
ve dz = (2 4 4i)dt bulunur. O halde
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2+4i
/|z|2dz:/ ElZ
C 0

1
_ / (24 i)t (2 + 4i)dt
0
1
/ (42 + 16t*)(2 + 4i)dt
20752 2 + 44)d

/ (40t + 80t%i)dt
40
3

—z
3
elde edilir.

Soru 4. fc zdz integralini, 2 = 0 dan z = 4 + 2¢ noktasina giden z =
z(t) = t* + it yolu boyunca hesaplayimiz.

Coziim. C tzerindeki z = 0 ve z = 4 4 2¢ noktalar1 sirasiile t =0, t = 2
degerlerine kargilik gelir. Buradan

/Czdz = /:Md(ﬁ +it) = /02(752 — it) (2t + 7)dt

2
8
= / (287 —it® +t)dt = 10 — i
0 3
bulunur.

Soru 5. C egrisi |z| = 3 gemberinin iist yarisi olmak tizere | Jo 3%~ | icin
bir iist sinir bulunuz.

Cozium.

Buna gore |f(z)| = olmak iizere C': |z| = 3 {izerinde

\2z2+1|
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1 1 1 1
P& = o S ppp=1 —peo1 17

ve C' egrisinin uzunlugu L = % = 37 br dir.

Sonug olarak
JRELE
c

Soru 6. C egrisi |z| = 1 gemberi olmak iizere | [,(z + 2)dz| igin bir iist

<ML=—m

elde edilir.

sinir bulunuz.

Cozim. |f(z)| = |z + 2| olmak iizere C : |z| = 1 lizerinde

If()|=z+2|<|2|+2=3=M

ve C egrisinin uzunlugu L = 27.1 = 27 br dir.

Sonug olarak
/ f(z)dz
c

Soru 7. C:z(t)=¢e 0<t <

<ML =321 =67

olarak bulunur.

olmak tlizere

o3

eZ
—dz
C z

e
< 77—
2

oldugunu gosteriniz.

Cozim.

b |

w/2 w/2 ) /2
L:/ |C/(t)]dt:/ |z'e”]dt:/ dt —
0 0 0

ve C(t) = e = cost + isint tizerinde,
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olur.

O halde M = e alinirsa,

e
< ML=x%
b

/e—dz
CZ

bulunur.
Aligtirmalar

1) f((o2§4))(2y — 2?)dx — (3x — y)dy integralini, agagidaki yollar boyunca

hesaplayiniz.
a) v = 2t, y = t? + 3 parabolii,
b) (0,3) den (2,3) noktasina sonra da (2,4) noktasina giden kirik ¢izgi.

2) Asagidaki integralleri hesaplayimz.

a)/sm2zcos2zdz b)/z2sin4zdz

3) C, y = 2% — 32% + 42 — 1 egrisi iizerindeki (1,1) den (2,3) noktasima
giden yay1 gosterdigine gore,

/ (122% — 4iz)dz
C

integralini hesaplayimiz.
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