
1 Metrik Uzaylar

Tanım 1.1 X bir küme olmak üzere,
d1) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y
d2) Her x, y ∈ X için d(x, y) = d(y, x) (simetri)
d3) Her x, y, z ∈ X için d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (üçgen eşitsizliği)
koşullarını sağlayan d : X × X → R fonksiyonuna X üzerinde bir metrik ve
(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. (d3) koşulundan metrik fonksiyonunun
negatif olmayan bir fonksiyon olduğu görülebilir.

Soru 1.1 d(x, y) =
√
|x− y| ile tanımlıfonksiyonun reel sayılar kümesi üzerinde

bir metrik olduğunu gösteriniz.
Çözüm: d fonksiyonunun d1-d3 şartlarınısağladı̆gınıgösterelim:

d1) d(x, y) = 0 ⇐⇒
√
|x− y| = 0

⇐⇒ |x− y| = 0
⇐⇒ x = y

olduğundan d1 sağlanır.
d2) Her x, y ∈ R için d(x, y) =

√
|x− y| =

√
|y − x| = d(y, x) olduğundan d2

sağlanır.
d3) Her x, y, z ∈ R için d2(x, y) = |x− y|

= |x− y + z − z|
≤ |x− z|+ |z − y|+ 2

√
|x− z| |z − y|

=
(√
|x− z|+

√
|z − y|

)2
olup d(x, y) ≤

√
|x− z| +

√
|z − y| = d(x, z) + d(z, y) gerçeklenir. O halde d3

sağlanır.
Bu durumda d fonksiyonu R üzerinde bir metriktir.

Soru 1.2 C[a, b] ile [a, b] üzerinde tanımlıtüm reel değerli fonksiyonların uzayını

gösterelim. d(x, y) =

b∫
a

|x(t)− y(t)| dt ile tanımlıfonksiyonun C[a, b] üzerinde

bir metrik olduğunu gösteriniz.
Çözüm: d fonksiyonunun d1-d3 şartlarınısağladı̆gınıgösterelim:

d1) d(x, y) = 0 ⇐⇒
b∫
a

|x(t)− y(t)| dt = 0

⇐⇒ |x(t)− y(t)| = 0, ∀t ∈ [a, b]
⇐⇒ x(t) = y(t), ∀t ∈ [a, b]
⇐⇒ x = y

olduğundan d1 sağlanır.
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d2) Her x, y ∈ C[a, b] için d(x, y) =

b∫
a

|x(t)− y(t)| dt =
b∫
a

|y(t)− x(t)| dt =

d(y, x) olduğundan d2 sağlanır.
d3) Her x, y, z ∈ C[a, b] ve her t ∈ [a, b] için |x(t)− y(t)| ≤ |x(t)− z(t)| +
|z(t)− y(t)| olduğundan

d(x, y) =

b∫
a

|x(t)− y(t)| dt

≤
b∫
a

(|x(t)− z(t)|+ |z(t)− y(t)|) dt

=

b∫
a

|x(t)− z(t)| dt+
b∫
a

|y(t)− z(t)| dt = d(x, z) + d(z, y)

gerçeklenir. O halde d3 sağlanır.
Bu durumda d fonksiyonu C[a, b] üzerinde bir metriktir.

Soru 1.3 (X, d) bir metrik uzay olsun. X ×X üzerinde d̃(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

ile tanımlıd̃ fonksiyonunun da X üzerinde bir metrik olduğunu gösteriniz.
Yol gösterme: d1 ve d2 daha önceki sorularda olduğu gibi kolayca gös-

terilebilir. d3 koşulunu göstermek için g(t) =
t

1 + t
ile tanımlı g : R+ → R

fonksiyonun artan olduğu gösterilip bu fonksiyondan yararlanılabilir.

Soru 1.4 (X1, d1) ve (X2, d2) iki metrik uzay olsun. x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈

X1×X2 olmak üzere d(x, y) =

√
2∑
i=1

di(xi, yi)2 ile tanımlıfonksiyonun X1×X2

üzerinde bir metrik olduğunu gösteriniz.
Çözüm: d fonksiyonunun d1-d3 şartlarınısağladı̆gınıgösterelim:
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d1) d1 ve d2 fonksiyonlarımetrik olduğundan

d(x, y) = 0 ⇐⇒

√
2∑
i=1

di(xi, yi)2 = 0

⇐⇒
2∑
i=1

di(xi, yi)
2 = 0

⇐⇒ di(xi, yi)
2 = 0, ∀i = 1, 2

⇐⇒ di(xi, yi) = 0, ∀i = 1, 2
⇐⇒ xi = yi, ∀i = 1, 2
⇐⇒ x = y

elde edilir. O halde d1 sağlanır.
d2) d1 ve d2 metrik olduğundan her x, y ∈ X1 ×X2 için

d(x, y) =

√
2∑
i=1

di(xi, yi)2 =

√
2∑
i=1

di(yi, xi)2 = d(y, x)

olduğundan d2 sağlanır.
d3) d1 ve d2 metrik olduğundan her x, y, z ∈ X1 ×X2 için

d(x, y) =

√
2∑
i=1

di(xi, yi)2 ≤

√
2∑
i=1

[di(xi, zi) + di(zi, yi)]
2 (1)

gerçeklenir. Ayrıca Minkowski eşitsizliğinden√
2∑
i=1

[di(xi, zi) + di(zi, yi)]
2 ≤

√
2∑
i=1

di(xi, zi)2 +

√
2∑
i=1

di(zi, yi)2

= d(x, z) + d(z, y) (2)

olduğu görülür. O halde 1 ve 2 eşitsizliklerinden d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) olup
d3 sağlanır.
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