1 Metrik Uzaylar

Tanim 1.1 X bir kiime olmak iizere,

dl) d(z,y) =0<—= 2z =y

d2) Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, x) (simetri)

d3) Her z,y,2z € X i¢in d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) (liggen esitsizligi)

kosullarim saglayan d : X x X — R fonksiyonuna X iizerinde bir metrik ve
(X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir. (d3) kogulundan metrik fonksiyonunun
negatif olmayan bir fonksiyon oldugu goriilebilir.

Soru 1.1 d(z,y) = /|z — y| ile tanimli fonksiyonun reel sayilar kiimesi iizerinde
bir metrik oldugunu gosteriniz.
Coziim: d fonksiyonunun d1-d3 sartlarimi sagladigini gosterelim:
dl) d(z,y)=0 <= /lx—y|=0
— J|r—y|=0
= z=y
oldugundan d1 saglanir.
d2) Her z,y € R icin d(z,y) = /]2 —y| = /|y — 2| = d(y, x) oldugundan d2

saglanir.

d3) Her z,y,z € Rigin d*(z,y) = |z —y|
= |lz—y+z—2|
< fo—dl+l—yl+2/E—Az 3
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olup d(z,y) < v/|z — 2| + /]2 — y| = d(z, 2) + d(z,y) gergeklenir. O halde d3
saglanir.

Bu durumda d fonksiyonu R iizerinde bir metriktir.

Soru 1.2 CJa, b] ile [a, b] iizerinde tanimli tiim reel degerli fonksiyonlarin uzayim
gosterelim. d(z,y) = /|x(t) —y(t)| dt ile tanimh fonksiyonun Cfa,b] iizerinde

a
bir metrik oldugunu gosteriniz.
Coziim: d fonksiyonunun d1-d3 sartlarini sagladigini gosterelim:

dl) d(z,y)=0 <= /|x )| dt=0
= |z(t) —y)| =0, Vt € [a,b]
= (t) (t) vt € [a, D]
= =y

oldugundan dI saglanir.



b b
d2) Her 7,y € Cla,b] icin d(z,y) — /|x(t) oy dt = /|y(t) — o) dt =
d(y,x) oldugundan d2 saglanir.

d3) Her z,y,z € Cla,b] ve her t € [a,b] i¢in |z(t) — y(t)| < |z(t) — 2z(¢)| +
|2(t) — y(t)| oldugundan

b
dz,y) = / j(t) — (1) dt
b

IN

/ (e(t) — 2(8)] + |2(8) — y()]) dt.

b b
/ lo(t) — 2(8)] dt + / (1) — 2()| dt = d(x, 2) + d(z,y)

gerceklenir. O halde d& saglanir.
Bu durumda d fonksiyonu Cfa, ] iizerinde bir metriktir.

~ d
Soru 1.3 (X, d) bir metrik uzay olsun. X x X iizerinde d(z,y) = 1_’_(2:(75)20

ile tammh d fonksiyonunun da X iizerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.
Yol gosterme: dI ve d2 daha onceki sorularda oldugu gibi kolayca gos-

terilebilir. d3 kosulunu gostermek icin g(t) = ile tanimh ¢ : Rt — R
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fonksiyonun artan oldugu gosterilip bu fonksiyondan yararlamlabilir.

Soru 1.4 (X3, d;) ve (X2, ds) iki metrik uzay olsun. z = (z1,%2),y = (y1,y2) €
2

X1 x X5 olmak fizere d(z,y) = di(2,y;)? ile tamimh fonksiyonun X; x Xo

1
iizerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.
Coziim: d fonksiyonunun d1-d3 sartlarim sagladigini gosterelim:
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d1) d; ve dy fonksiyonlar: metrik oldugundan

2
> di(xi,y)? =0
=1

2

> di(zi,y)* =0

=1

di(zs,y,)> =0,Vi=1,2
dl(;cz,yz-) =0,Vi=1,2
=y, Vi=1,2

T=1y

d(z,y) =0
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elde edilir. O halde dI saglanir.
d2) d; ve dy metrik oldugundan her z,y € X; x X3 i¢in

d(z,y) \/deu% \/Zdyz,z d(y, z)

oldugundan d2 saglanir.
d3) di ve ds metrik oldugundan her z,y,z € X7 x X i¢in

Az, y) = \/g di(s,yi)? < @ (i 75) + di(zi )] (1)

gerceklenir. Ayrica Minkowski egitsizliginden

IN

\/i [di(i, 2i) + di(zi,93)) \/Z di(z,2;)? édi(%yi)Q

i=1

= d(z,2z) +d(z ) (2)

oldugu goriiliir. O halde 1 ve 2 esitsizliklerinden d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) olup
d3 saglanir.



