2 Metrik Uzayda Acik, Kapali Yuvar ve Komsu-
luk Kavram

Tanim 2.1 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere zo € X ve r > 0 alalm.

i) B(xo, ) :={x € X : d(z,2z0) < r} kiimesine z¢ merkezli, r yarigapl acik yu-
var,

ii) Blzo,r] := {z € X : d(z,x0) < r} kiimesine xy merkezli, r yarigaph kapal
yuvar,

iii) S(zo,7) :={z € X : d(x,x0) = r} kiimesine z merkezli, r yarigaph kiire
ad verilir.

Tanim 2.2 X bir kiime olmak iizere X iizerinde
0, z=y
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seklinde tamimlanan fonksiyon bir metrik tanimlar. Bu metrige diskre metrik
ve (X, d) ikilisine diskre metrik uzay denir.

Soru 2.1 Bir metrik uzayda her agik yuvarin acik bir kiime oldugunu gosteriniz.

Coziim: Bir metrik uzayin herhangi bir alt kiimesinin agik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart icerdigi her nokta icin o noktayr merkez kabul eden bir agik yuvar
icermesidir. (X, d) bir metrik uzay, « € X ve r > 0 olmak iizere z € B(a,r)
alalim. p =r —d(a,z) > 0 i¢in B(z, p) C B(a,r) gerceklenir. Bunu gostermek
icin y € B(z,p) alalm. O halde d(y,z) < p = r — d(a,z) olup d(y,x) +
d(a,x) < r elde edilir. Uggen esitsiliginden d(y,a) < d(y,z) + d(a,z) olup bu
ise d(y,a) < r olmasim gerektirir. Bu durumda ise y € B(a,r) gergeklenir. Bu
ise istenilen icermeyi ispatlar. O halde B(a,r) agik bir kiimedir.

Soru 2.2 Bir metrik uzayda her kapali yuvarin kapali bir kiime oldugunu gos-
teriniz.

Yol gosterme: Keyfi bir kapali yuvar alip tiimleyeninin agik oldugunu
gostermek yeterlidir.

Soru 2.3 (X, d) diskre metrik uzay (agikar metrik uzay) ve z¢o € X olmak iizere
agagidaki kiimeleri belirleyiniz:

a) B(zo,1/2) b) Blxo,1/2] c¢) Blzo,1] d) S(zo,1)



Coziim: a) Tamm geregi diskre metrik uzayda d(z, z9) < 1/2 olmasi ancak
x = z¢ durumunda gerceklenebilir. O halde

B(zo,1/2) = {ze X :d(x,z9) <1/2}
= {zo}

elde edilir.

b) a sikkina benzer gekilde Bz, 1/2] = {zo} elde edilir.

c) Tanim geregi diskre metrik uzayda her z € X i¢in d(z,zo) < 1 oldugundan
Blzg, 1] = X olur.

d) Tanim geregi diskre metrik uzayda her x # x¢ i¢in d(z, zy) = 1 oldugundan
S(xg,1) = X\ {zo} elde edilir.

Soru 2.4 Diskre bir metrik uzayda her tek nokta kiimesinin hem agik hem de
kapali oldugunu gosteriniz.

Coziim: Soru 2.3 (a) ve (b) siklarinda bir diskre metrik uzayda tek nokta
kiimelerinin hem agik hem de kapali yuvarlarla karakterize edilebildigini goster-
migtik. Ayrica Soru 2.1 ve Soru 2.2’de metrik uzaylarda her agik yuvarin agik
bir kiime ve her kapali yuvarin da kapali bir kiime oldugunu gostermistik.
Dolayisiyla diskre uzaylarda her tek nokta kiimesi hem agik hem de kapal
kiimedir.

Soru 2.5 Agik bir ciimlenin siirekli bir déniigiim altindaki goriintiisiiniin agik
olmak zorunda bulunmadigini gosteriniz.

Coziim: 1. Yol: S! diizlemde birim cemberi gostermek iizere S' iizerine
diizlemin aligilmig topolojiden indirgenen topolojiyi gézoniine alalim. Biliyoruz
ki S'’den 2-eksenine tamimlanan 7 : S — R izdiisiim fonksiyonu siireklidir.
Ancak birim ¢ember indirgenmis topolojide acik oldugu halde goriintiisii olan
[0, 1] kiimesi R de kapalidir. Dolayisiyla 7 fonksiyonu siirekli oldugu halde agik
degildir.

2. Yol: f:R — R, f(z) = 22 siirekli fonksiyonunu ve I = (—1,1) agk
kiimesini alalim. f(I) =[0,1) olup I agik oldugu halde goriintiisii ne agik ne de
kapali bir kiimedir.



