3 Yakinsaklik, Cauchy Dizisi ve Tamlik Kavram-
lar:

Tanmim 3.1 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere (zy), X uzaymda bir dizi olsun.
Eger

lim d(zp,xz) =0

k—oo
olacak sekilde bir € X mevcutsa (xy) dizisi  noktasina yakinsaktir denir. Bu
durumda = noktasia () dizisinin limiti denir ve

lim zp =2, limzg, =2
k—oo k
veya

T — T

yazilir.

Tanim 3.2 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere (z), X uzaynda bir dizi olsun.
Her ¢ > 0 igin n, m > ng oldugunda |z, — z,,| < € olacak gekilde bir ng sayisi
mevcutsa () dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tanium 3.3 Bir metrik uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise (yani X’de bulunan
bir limit noktasina sahipse) uzaya tam uzay denir.

Soru 3.1 Bir metrik uzayda yakinsak bir alt diziye sahip olan bir Cauchy
dizisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Coéziim: (X, d) bir metrik uzay ve (z,), X uzaymmda bir Cauchy dizisi ol-
sun. O halde verilen bir € > 0 igin n,m > N oldugunda d(z,, z,,) < /2 olacak
bigimde bir N sayist mevcuttur. Diger yandan (x,, ) dizisi (z,,) dizisinin yakin-
sak alt dizisi olmak tizere liin Zpn, = ¢ € X olsun. O halde ny > M oldugunda
d(zy,,z) < /2 olacak bi¢imde bir M sayis1 mevcuttur. Simdi P = maks{N, M}
olmak {izere her n,n; > M icin

d(xn, ) < d(Tpn, Tn,,) + d(Tn,, ) <€

gergeklenir. O halde (z,,) dizisi de € X noktasma yakinsaktir.

Soru 3.2 Bir metrik uzayda Cauchy dizilerinin sinirh oldugunu gosteriniz.



Céziim: (X, d) bir metrik uzay ve (x,), X uzaymda bir Cauchy dizisi olsun.
Ozel olarak £ = 1 igin n,m > N oldugunda d(z,,, Z,,) < 1 olacak bicimde bir N
sayist mevcuttur. O halde her n > N i¢in d(z,,zn+1) < 1 gerceklenir. Diger
yandan H = maks{d(z1,xn+1),d(z2, TN+1), -, d(x N, xN+1)} dersek her n < N
icin d(z,,xn+1) < H gergeklenir. Eger M = maks{l, N} denirse her n i¢in
d(znxN+1) < M olup her n,m igin d(zy, Tm) < d(@p, Tn41) + d(Tm, TN11) <
2M gergeklenir. Bu durumda (z,,) dizisi simirhdur.

Soru 3.3 d; ve dy ayn1 X kiimesi tizerinde tanimli iki metrik olsun. Her z,y € X
icin ady (z,y) < da(z,y) < bdy(z,y) olacak bigimde a,b > 0 sayilar1 mevcut ise
(X,dy) ile (X,ds) uzaylarinda Cauchy dizilerinin gakigik oldugunu gosteriniz.

Coéziim: (z,,) dizisi (X, dy) uzaymda bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
verilen her € > 0 i¢in n,m > N oldugunda d;(x,, ) < £/b olacak bigimde bir
N sayist meveuttur. Diger yandan do(2y,, Tm) < bdi(2n, Zm) < € oldugundan
(z,,) dizisi (X,d3) uzayinda da bir Cauchy dizisidir. Benzer gekilde (X, ds)
uzayindan bir Cauchy dizisi alinarak dizinin (X, ds) uzayinda bir Cauchy dizisi
oldugu gosterilebilir.



