4 Tamlk Ispatlar

Teorem 4.1 Tam bir metrik uzayin bir alt uzayimnin tam olmasi i¢in gerek ve
yeter sart alt uzayin kapali olmasidir.

Teorem 4.2 (X, d) bir metrik uzay ve M C X olsun. Bu durumda

i) x € M olmasi icin gerek ve yeter sart M kiimesinde x,, — x olacak bicimde
bir (x,,) dizisinin olmasidir.

i1) M kiimesinin kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart terimleri M kiimesinin
elemani olan yakinsak her dizinin limitinin de M kiimesinde olmasidir.

Soru 4.1 R reel sayilar kiimesinin aligilmig metrige gore (mutlak deger metrigi)
tam oldugunu gosteriniz.

Coéziim: (z,,) R’de bir Cauchy dizisi olsun. O halde bu dizi smirh olup
Bolzano-Weierstrass Teoreminden yakinsak bir alt diziye sahiptir (aligilmig metrige
gore). (x,) yakinsak alt diziye sahip bir Cauchy dizisi oldugundan yakinsaktir.
Bu da R’nin tamligini gosterir.
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Soru 4.2 R” uzaymmn d(z,y) = Z |z — yj|2 ile tanimh metrige gore
j=1
tam oldugunu gosteriniz. Burada z = (21,...,2n),y = (Y1, ., Yn) € R™ gek-
lindedir.
Coéziim: (z,,) dizisi R™ uzayimnda bir Cauchy dizisi olsun. Dikkat edilirse
her m € N i¢in z,, € R™ olup

Ty = (xgm), ,ajglm)>

seklinde gosterime sahiptir. (z,,) Cauchy dizisi oldugundan her ¢ > 0 i¢in

m,r > ngy oldugunda
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olacak sekilde bir ng mevcuttur. O halde her j = 1,...,n icin ‘z§m) - xy)

gerceklenir. Bu durumda her j = 1,...,n i¢in (mgm)) dizisi R’de bir Cauchy
dizisidir. R tam oldugundan (mﬁm)) — «a; olacak sekilde bir o; € R mevcuttur.

Simdi (™ — (aq,...,,) € R” oldugunu gosterelim. Her j = 1,...,n igin
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olacak sekilde bir n; sayis1 mevcuttur. Simdi n; = maksa; dersek her m > n,
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dizisi R™’de bir limite sahip oldugundan uzay tamdir.

(:cg»m)) — «aj oldugundan her € > 0 i¢in m > n; oldugunda ‘mg"”) — o
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‘ < ¢ gergeklenir. Bu durumda aldigimiz keyfi Cauchy
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Soru 4.3 R'nin d(z,y) = |arctanz — arctany| ile tanimh metrik ile tam ol-
madigini gosteriniz.

Coziim: R'de x,, = n ile tanimli diziyi goz oniine alalim. Tanjant fonksiyonu
artan oldugundan her n > m icin

0 < d(zn,Tm)
= |arctanz, — arctan Z,,|
= |arctann — arctan m)|

= arctann — arctanm

= arctan
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elde edilir. Buradan n,m — oo igin limit almirsa d(x,, ;) — 0 bulunur. Bu
ise (x,,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Kabul edelim ki (z,,) —
L € R olsun. O halde

0 = lim d(zy,,L)
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= lim |arctann — arctan L|
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olur. O halde arctan L = 7/2 elde edilir ki bu ise boyle bir L sayis1 mevcut
olamayacagindan celigkidir. Yani (z,) dizisinin yakimsak degildir. Dolayisiyla
(R,d) tam degildir.

Soru 4.4 Z tam sayilar kiimesinin d(n,m) = |n — m| ile tamimlanan metrik ile
tam oldugunu gosteriniz.



Coéziim: (xy) dizisi Z’de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda (xy) dizisi
sonlu terim harig¢ sabit bir dizidir. Dolayisiyla yakinsaktir.

Soru 4.5 Cla,b] uzaymmm Y = {z € Cla,b] : x(a) = x(b)} alt uzaymmn d(z,y) =
makbs] |z(t) — y(t)] ile tanmimli d metrigine gore tam oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Cla,b] uzaymin d metrigine gore tamhgim biliyoruz. O halde
Teorem 4.1 geregince Y alt uzaymin tam oldugunu gostermek igin kapaliligini
gostermek yeterlidir. Bunun icin € Y alahm. Teorem 4.2 i sikkindan Y
kiimesinde y,, — x olacak bi¢imde bir (y,) dizisi vardir. Bu durumda her
e > 0 igin n > np oldugunda Fel?kbs] lyn(t) — 2(t)] < e olacak sekilde bir ng

sayist mevcuttur. O halde her € > 0 ve her n > ng i¢in |y,(a) —z(a)|] < €
ve |yn(b) — x(b)| < e gergeklenir. Bu ise R’de y,(a) — z(a) ve yn(b) — x(b)
olmasidir. Diger yandan her n igin y, € Y oldugundan y,(a) = y,(b) olup
0= nan;o(yn(a) —yn(b)) = x(a) —x(b) gergeklenir. Bu ise z € Y demektir. Yani

Y C Y elde edilir ki bu da Y kiimesinin kapali olmas1 demektir.
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