6 Vektor Uzay

Not: X bir vektor uzayr ve M C X olsun. boy X ile X uzayimin boyutunu,
s(M) ile M kiimesinin kardinalitesini, span M ile M kiimesinin gerdigi uzay1 ve
0 ile sifir vektoriinii gosterecegiz.

Soru 6.1 Alisilmig toplama ve ¢arpma iglemleri altinda tiim reel sayilarin olus-
turdugu kiimenin bir boyutlu bir reel vektor uzay1 ve tiim kompleks sayilarin
olugturdugu kiimenin ise bir boyutlu bir kompleks vektor uzayi olusturdugunu
gosteriniz.

Coéziim: i) Ahgilmig toplama ve ¢arpma iglemleri altinda R’nin bir reel
vektor uzayt oldugunu biliyoruz. Simdi R’nin boyutunu belirleyelim. Bunun
icin g # 0 olacak gekilde zyp € R alahm. M = {z¢} olmak iizere azg = 0
oldugundan a = O olacagindan M kiimesi lineer bagimsiz bir kiimedir. Her

r € Ricin x = —:Eo vazilabildiginden span M = R olur. O halde M kiimesi R

i¢in bir baz olup boy]R = s(M) =1 elde edilir.
it) Tiim kompleks sayilarin olugturdugu kiimenin bir kompleks vektor uzay:
olarak boyutu i sikkina benzer sekilde 1 olarak belirlenir.

Soru 6.2 Algilmig toplama ve garpma iglemleri altinda tiim kompleks sayilarin
olusturdugu kiimenin iki boyutlu reel vektor uzayi oldugunu gosteriniz.

Coziim: Algilmig toplama ve ¢arpma iglemleri altinda C'nin reel bir vektor
uzay1 oldugunu biliyoruz. Simdi C’nin boyutunu belirleyelim. Bunun igin M =
{1,4} kiimesini goz oniine alalim. a1+ 87 = 0 oldugunda o = 8 = 0 olacagindan
M kiimesi lineer bagimsizdir. Simdi keyfi z € C alalim. O halde z,y € R olmak
iizere z = = + 1y seklinde ifade edilir. Bu ise span M = C oldugunu gosterir.
s$(M) = 2 oldugunan boy C = 2 olur. Yani C uzay1 R cismi iizerinde iki boyutlu
bir vektor uzayidir.

Soru 6.3 n boyutlu bir vektor uzayinda, herhengi bir elemanin eq, es, ..., e, baz
vektorlerinin lineer kombinasyonu olarak tek tiirlii ifade edildigini gosteriniz.
n n

Coziim: Kabul edelim ki bir x vektorii igin x = Zajej = Zﬁjej

j=1

ve baz j'ler i¢in a; # B; olsun. O halde Zajej = Zﬂjej oldugundan
j=1 j=1

n

Z = 0 elde edilir. Diger yandan ey, eq, ..., e, vektorleri lineer bagim-

j=1
s1z oldugundan her j i¢in a;; — 3, = 0 olup a; = 3; gergeklenir. Bu ise geligkidir.

Soru 6.4 Her j = 1,2, ...,ni¢in z;(t) = ¢/ olmak tizere {x1, 22, ..., T, } kiimesinin
Cla, b] uzayinda lineer bagimsiz bir kiime oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Kabul edelim ki Zajmj = 6 olsun. O halde her t € [a,}] i¢in

j=1

Zajmj (t) = 0 olur yani Zajxj(t) = Zajtj = 0 gergeklenir. Buradan
j=1

j=1 j=1
dn n n—1
T Z ajtj = nla,, = 0 elde edilir. Yani «,, = 0 olur. Simdi «,, + Z ajtj =0
j=1 j=1
n—1
yazarsak Zajtj = 0 olur. Yine tiirev alinarak «,_1 = 0 gergeklenir. Bu
=1
sekilde devam edilerek a,, = a,,—1 = ... = a3 = 0 bulunur ki bu da sistemin

lineer bagimsiz oldugunu gosterir.

Soru 6.5 Y bir X vektor uzayimnin bir alt uzay: olsun. Bir z € X elemaninin
Y’ye gore es kiimesi x + Y ile gosterilir ve

z+Y ={z+y:yeY}
ile tanimlanir. Farkli eg kiimeler X uzaymin bir pargalanmasini olugturur.

(w+Y)+(z+Y) = (wt+z)+Y
alz+Y) = az+Y

iglemleri altinda biitiin es kiimlerin sinifi bir vektor uzay meydana getirir. Bu
vektor uzayma X'’in Y'’ye gore boliim uzay1 adi verilir ve X/Y ile gosterilir.
Buna gore X = R3, Y = {(y,0,0) : y € R} olmak tizere X/Y boliim uzayim
bulunuz.

Coziim: Tanmm geregi R?/Y = {z+Y :z € R®} oldugundan oncelikle
x € R3 olmak iizere x + Y kiimelerini belirleyelim. Her z = (21,22, 73) € R3
icin

x+Y = {z+y:yeY}

{($1,$27$3) + (y7070) Yy e R}
= {(x1+yax27:ﬂ3):y€R}

elde edilir. O halde
R3/Y = {{(z1 + y,z2,73) : y € R} : z1, 19, 23 € R}

smifi elde edilir.
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