7 Normlu Uzaylar ve Banach Uzay1

Tamim 7.1 X bir vektor uzayi, z,y € X keyfi vektorler ve a skaler olmak iizere

nl) [lz]| =0
n2) |z =0 z=40
n3) [joz|| = [of [

nd) ||z +y| < ||z|| + |ly|| 6zellikleri gergekleyen |.|| fonksiyonuna X uzayi ii-
zerinde bir norm ve (X ||.||) ikilisine bir normlu uzay denir.

Not: (X, ||.]]) bir normlu uzay olmak iizere X x X iizerinde d(z,y) = ||z — y||
ile tanmiml d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir ve bu metrige norm tarafindan
iiretilen metrik adi verilir. Bu metrik ile tam olan bir normlu uzaya Banach
uzay1 denir.

Onerme 7.1 Normlu bir X uzay iizerinde bir norm tarafindan dogurulan bir
d metrigi, oteleme degismezligi adi verilen agagidaki iki 6zelligi gercekler: Her
x,y,z € X ve her « skaleri i¢in

i) d(z+z,y+2) =d(z,y)

il) d(azx, ay) = |a| d(z, y).

Uyari: Bu onerme tek taraflidir. Yani 6teleme degismezligini gergekleyen bir
metrik normdan {iretilmigtir denilemez. Bu onerme ile 6teleme degismezligi
sartlarindan en az birini gerceklemeyen bir metrigin normdan elde edillmedigi
soylenebilir.

Soru 7.1 X # {0} vektor uzay1 iizerinde tamimli diskre metrigin normdan
iiretilmedigini gosteriniz.

Coziim: x # y olacak gekilde z,y € X ve. o # 0 ve o # 1 olacak sekilde bir
a skaleri alalim. = # y oldugundan ax # ay olup d (ax,ay) =1 # |ald(z,y) =
|a| gergeklenir. O halde 6teleme degismezligi gergeklenmediginden d metrigi
normdan iiretilmemigtir.

Soru 7.2 C[0,2n] uzayinda x(t) = sint ve y(t) = cost ile tammh z,y fonksi-
yonlarimi alalim. y € B[z, r] olacak sekilde en kiigiik r sayisini belirleyiniz.

Coziim: Oncelikle B[z, 7] = {z =z(t): ()glilés [sint — z(t)| < r} oldugunu

hatirlayalim. Bu durumda y € Blz,r] olacak gekilde en biiyiik r sayisi

r = maks ¢ maks (cost—sint), maks (sint— cost)
0<t<m/4 7 /4<t<5m /4
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seklindedir. O halde r = /2 olmaldir.

Soru 7.3 (X,].||) bir normlu uzay olsun. Her z,y € X i¢in ||ly|| — ||z||] <
lly — z|| oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her z,y € X i¢in ||ly|| = ||y — = + z|| < ||y — z||+||z|| olup buradan
lyll = llz]l < |ly — | gergeklenir. Benzer sekilde |z| — [|y|| < |ly — z|| de elde
edilebilir. Bu iki esitsizlikten ise |||y|| — [|z||| < ||y — || oldugu goriiliir.

1/p

n
Soru 7.4 p > 1 olmak tizere R" tizerinde ||z||, = Z |;]” ile tanuml |||
Jj=1

fonksiyonunun bir norm oldugunu gosteriniz.
Coziim: z,y € R" ve o € R olsun.
n1) Tanimdan ||.||,, fonksiyonunun negatif olmayan bir fonksiyon oldugu agiktr.

n2) [|z|[, = 0 olsun. O halde Z |z;|” = 0 olup her j = 1,2,...,n i¢in z; =0

j=1
gergeklenir. O halde z = ¢ olmahdir. Yine z = 0 ise ||z[[, = 0 olacag: agiktir.
- 1/p - 1/p
n3) flazl, = [ Y laz;/ | =lal (Y lzl" | = lalllz] gerceklenir.
Jj=1 Jj=1

1/p 1/p

oo oo
n4) Minkowski esitsizliginden ||z + y||,, = Z lz; + ;" < Z |z;[” +
j=1 j=1

- 1/p
Sl | = llzl + lll elde edilir.
j=1
O halde ||.|| fonksiyonu R™ {izerinde bir normdur.

Soru 7.5 Normlu bir (X, ||.||) uzaymnda S(6,1) = {x € X : ||z| = 1} kiiresine
birim kiire ad1 verilir. R?'de ||z||, = maks {|z1]|,|z2|} ile tanimh norm veriliyor.
(R?,].||») uzaymda S(6,1) birim kiiresini belirleyiniz.

Coziim: |[|z||, =1 olsun. O halde maks {|z1|,|z2|} =1 olur. Bu durumda
S(0,1) kiiresi {:13 ER?:z; =7F1,-1<z5< 1} kiimesi ile
{x ER?:ay=7F1,-1<z; < 1} kiimelerinin birlegimidir. Bu ise merkezi ori-
jinde bununan birim karenin kenarlaridir.
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