9 Kompaktlik ve Sonlu Boyut

Tanim 9.1 X bir metrik uzay olsun. X uzayindaki her dizi yakinsak bir alt
diziye sahipse X uzayina kompakttir denir. M C X olmak iizere M kiimesindeki
her dizi, limiti M kiimesinde olacak sekilde yakinsak bir alt diziye sahipse M
kompakt alt kiime adini alir.

Teorem 9.1 Bir metrik uzayin kompakt kiimleri kapali ve sinirhdir.

Uyar1 9.1 Teorem 9.1’in kargit1 her zaman dogru degildir. Ancak, sonlu boyutlu
bir normlu uzaym bir M alt kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
M kiimesinin kapali ve sinirli olmasidir.

Soru 9.1 Sonsuz ¢oklukta noktadan olusan bir diskre metrik uzayin kompakt
olamayacagini gosteriniz.

Coziim: Diskre metrik uzaylarda tanmim geregi yakinsak diziler sonlu terim
hari¢ tiim terimleri cakisan diziler olacagindan tiim terimleri birbirinden farkh
bir dizi aldigimizda bu dizi yakinsak bir alt diziye sahip olamaz. Dolayisiyla
sonuz ¢oklukta noktadan olusan bir diskre metrik uzay kompakt olamaz.

Soru 9.2 X kompakt bir metrik uzay ve M C X kapali ise M nin de kompakt
oldugunu gosteriniz.

Coéziim: (x,) dizisi M kiimesinde keyfi bir dizi olsun. Bu durumda M C X
ve X kompakt oldugundan (x,,) dizisi limiti X uzayinda olacak bigimde yakinsak
bir alt diziye sahiptir. Bu diziye (x,, ) dersek x,, — x olacak sekilde bir z € X
mevcuttur. Her & icin z,, € M, z,, — « ve M kapali oldugundan Teorem 4.2
1’den x € M gergeklenir. O halde M kompakttir.

Soru 9.3 R? diizleminde kompakt ve kompakt olmayan egrilere érnek veriniz.
Coziim: i) R?’de Cy = {(x1,22) € R? : 2% + 23 = 1} kiimesinin (birim ¢em-
ber) belirttigi egriyi gz oniine alalim. C; kiimesi tiimleyeni acgik oldugundan
kapalidir. Ayrica her r > 1 igin C; C BJ(0,0),7] oldugundan C; kiimesi simir-
hdir. O halde R? sonlu boyutlu oldugundan C; kiimesi dolayisiyla belirttigi egri
kompakttir.
i) R?’de Cy = {(1’1,1‘2) ER?:zy 429 = 1} kiimesinin belirttigi egriyi gtz
oniine alalm. Cy kiimesi siirsiz ve R? sonlu boyutlu oldugundan Cy kompakt
olamaz.
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Soru 9.4 X ve Y iki metrik uzay ve T : X — Y siirekli bir doniisiim olsun. Bu
durumda M kiimesi X uzayinda kompakt ise T (M) kiimesinin de Y uzaymnda
kompakt oldugunu gosteriniz.

Coziim: M kompakt ve (y,,), T(M) kiimesinde bir dizi olsun. Her n igin
yn € T(M) oldugundan Tz, = vy, olacak sekilde x,, € M mevcuttur. M
kompakt oldugundan (z,) dizisi z,, — = € M olacak sekilde bir (x,,) alt
dizisine sahiptir. T stirekli oldugundan T'z,, — Tz ve z € M oldugundan
Tx =y € T(M) gergeklenir. Ayrica (x,, ) dizisi (z,) dizisinin bir alt dizisi
oldugundan (T'z,, ) dizisi de (y,) dizisinin bir alt dizisi olup T'(M)’de y nok-
tasina yakinsak oldugundan T'(M) kiimesi kompakttir.

Soru 9.5 X ve Y iki metrik uzay, X kompakt ve T': X — Y birebir, 6rten ve
siirekli olsun. Bu durumda 7"nin bir homeomorfizm oldugunu gosteriniz.

Coziim: T~! doniisiimiiniin siirekli oldugunu gostermeliyiz. V kiimesi X’de
kapali bir kiime olsun. X kompakt V' kapali oldugundan Soru 9.2’den V kiimesi
de kompakttir. O halde T siirekli oldugundan Soru 9.4’ten T'(V') kompakt olup
kapalidir. Bu ise T~! déniistimiiniin siirekli oldugunu gosterir.
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