10 Lineer Operatorler

Tanim 10.1 7', D(T) tamim bolgesi ve R(T') deger bolgesi ayni cisim tizerinde
vektor uzayi olan bir operator olsun. Her x,y € D(T) ve her «, (8 skaleri igin
T(ax 4+ By) = oTx + STy oluyorsa T’ye lineer operator denir.

Teorem 10.1 X ve Y ayni cisim iizerinde iki vektor uzay1, D(T") C X ve R(T) C
Y olmak tizere T : D(T) — R(T) lineer bir operator olsun. T~ : R(T) — D(T)
ters operatoriin mevcut olmast igin gerek ve yeter sart
N(T) = {zeD(T):Tx=0y} ile tammlanan 7T'nin sifir uzay1 igin
N(T) = {0x} olmasidir.

Soru 10.1 T'(z1, x2) = (z2,21) ile tanimlanan T : R? — R? operatoriiniin lineer
oldugunu gosteriniz.
Coziim: z,y € R? ve her «, 3 skaleri icin

T(ax+ By) = T(a(z1,z2)+ B(Y1,y2))
= T(azi + Py1,axs + By2)
= (ax2 + Bya, az1 + By1)
= oz, 1)+ B(y2,11)

aTx + BTy

gerceklendiginden 7T lineerdir.

Soru 10.2 T'(z1,22) = (21,0) ile tanimlanan T : R? — R? operatoriiniin sifir
uzayini belirleyiniz.

Coziim: {z e R*: Tz =0} = {z €R?: (21,0) = (0,0)} = {z e R? : 2y =
oldugundan N(T') = {0} x R elde edilir.

Soru 10.3 T : X — Y lineer bir operator olsun. X’in bir alt uzaymin goriin-
tiistiniin Y 'nin bir alt uzay1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: V C X bir alt vektor uzay: olsun. yy,y2 € T(V) = {Tz : z € X}
ve «,f skalerlerini alalim. O halde y; = Txz; ve yo = Txy olacak sekilde
x1,x2 € X mevcuttur. ay; + fy1 = ol'z1 + STy; olup T lineer oldugundan
ayr + By1 = T(ax1 + fxs) gergeklenir. Diger yandan V lineer uzay oldugundan
azy + fre € V gergeklenir. O halde ay; + By € T(V) olmahdur.

Soru 10.4 iki lineer operatoriin carpimi (birlegimi) mevcutsa, bu carpimin lineer
oldugunu gosteriniz.
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Coziim: XY ve Z aym cisim iizerinde ii¢ vektor uzayi, T : X — Y ve
S .Y — Z lineer operatorler olsun. O halde her xz1,z5 € X ve «, 3 skalerleri
igin

ST (oxy + fxz) = S(T(axy + Bxg))
= S(aTz + Tx9)
= a(ST)z1 + B(ST)xs

gergeklenir ki bu da ¢arpimin lineer oldugunu gosterir.

Soru 10.5 T : D(T) — Y tersi var olan lineer bir operator olsun. {z1, 2, ..., 2, }
D(T)’de lineer bagimsiz bir kiime ise, {T'z1, ..., Tz, } kiimesinin de lineer bagim-
s1z oldugunu gosteriniz.

Coziim: aq,as, ..., a, skalerleri i¢in a1Tx1 + asTxo + ... + ayTx, = Oy
olsun. T lineer oldugundan T (121 + % + ... + @, x,) = Oy gergeklenir. 71
mevcut oldugundan N(T') = {fx} olup bu durumda o121 + aszs + ... + apz, =
0x gerceklenir. Sistem lineer bagimsiz oldugundan oy = ag = ... = a,, = 0 olup
bu da {Tz1,...,Tx,} kiimesinin lineer bagimsizligin ispatlar.

Soru 10.6 R iizerinde tanimli, her yerde her mertebeden tiirevi mevcut olan tiim
reel  degerli fonksiyonlardan olugan X  vektér uzayr  veriliyor.
T : X — X doniisgtimii, y(t) = Tx(t) = 2/(¢) ile tanimlanmak tizere T~ ope-
ratoriiniin mevcut olmadigimi gosteriniz.

Coéziim: N(T) sifir uzayim belirleyelim. Bunun igin Tz = 6 olacak sekilde
bir z € X alalim. O halde her t € R igin 2/(t) = 0 olup bu ise = fonksiyonunun
herhangi  bir  sabit  fonksiyon  olmasini  gerektirir. Yani
N(T) = {z : z(t) = ¢,c € R} gergeklenir. O halde Teorem 10.1’den 7~ mevcut
degildir.

22



