11  Sinirh ve Siirekli Lineer Operatorler

Tanim 11.1 (X, |.||;) ve (Y,].||5) normlu uzaylar D(T') C X olmak iizere T :
D(T) — Y lineer bir operatér olsun. Her z € D(T) i¢in

[Tz, < cllz|, (11.1)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 mevcutsa T operatoriine sinirh lineer operator
denir. Bu durumu bazen, uygunluk acgisindan, indislerdeki 1 ve 2 sayilarini
yazmadan ||[Tz|| < c||z|| seklinde ifade edecegiz.

Not: (X, [|.[[) ve (Y, ||

,) normlu uzaylar olmak tizere X’den Y’nin icine olan
operatdrlerin uzay1 B(X,Y),

| T
[T = sup 2l 2= sup |Tz|,, T € B(X,Y)
a0 lzlly  ja=1

ile bir normlu uzaydir. Burda ||T|| sayisina T operatoriiniin normu denir ve
tanim geregince 11.1 egitsiligini saglayan her ¢ > 0 sayis1 igin ||T]| < ¢ gergek-
lenir.

Teorem 11. 2 X ve Y normlu uzaylar D(T') C X olmak iizere T : D(T) - Y
lineer bir operator olsun. Bu durumda 7”nin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
sart sinirli olmasidir.

Soru 11.1 X ve Y normlu uzaylar 7" : X — Y lineer operatoriiniin sinirh
olmasi i¢in gerek ve yeter sart X uzaymda sinirli olan her M kiimesi i¢in T'(M)
kiimesinin de Y uzayinda sinirli olmasidir. Ispatlayimiz.

Coziim: T simirh bir operator ve M kiimesi X uzayinda sinirh bir alt kiime
olsun. T sirh oldugundan her z € X i¢in ||Tz| < c||z|| olacak sekilde bir
¢ > 0 mevcuttur. Diger yandan M siirh oldugundan her x € M igin ||z|| < H
olacak bigimde bir H > 0 mevcut olacagindan her x € M igin ||Tz|| < cH elde
edilir ki bu ise T'(M) kiimesinin simirlihgini ispatlar.

Kargit olarak X uzayindaki her M simirli kiimesi igin 7'(M) smurh olsun. Simdi
X uzayinda simirh M = {x € X : ||z|| < 1} alt kiimesini gtz 6niine alahm. z # 0

olmak iizere

”x”H = 1 oldugundan ﬁ € M olmalidir. T (M) siirh oldugun-
x x

dan < H olacak sekide H > 0 mevcuttur. Diger yandan T lineer

(-2
]

oldugundan ||Tz|| < H ||z|| elde edilir. Eger x = 6 ise durum agiktir. O halde
T operatorii sinirhdir.
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Soru 11.2 Her k igin yi, = % olmak iizere Tx = y ile tanimhi T : [, — [y ope-
ratorii veriliyor. T operatoriiniin  lineer ve sinirll oldugunu gosterip
2
6
Coziim: T operatoriiniin lineerligi tamimdan aciktir. Keyfi x € [ alalim.
O halde ||z||,, = sup|zk| oldugundan her k i¢in |z| < [|z|, gerceklenir. Bu
k

(o)

1 U
Z 2= egitliginden yararlanarak normunu hesaplayiniz.
k=1

durumda

||T£||2

|
N
(]2
~
&
T
~_
—
~
[ V]

(11.2)

olup T operatorii simrhidir. Simdi ||| sayisim hesaplayalim. Tamm geregi
1T < % oldugu agiktir. Diger yandan z = (1,1,1,...) € Il dizisi i¢in

|zl = 1 olup [Tz, < HS1H1p |Tz||, = ||T| gerceklenir. Burada |Tz| =
z||=1

oo 1/2
1 T T
— = — oldugundan — < ||T|| elde edilir. O halde buradan ve
T B T 1

11.2 egitsizliginden ||T]| = _ bulunur.

V6

Soru 11.3 p > 1, a = (ax) € [, olsun. = € ly icin f,(z) = az ile tammh
fa : loo = 1, operatoriiniin lineer ve siirh oldugunu gosterip normunu hesaplayiniz.
Burada her k igin (ax); = axxy ile verilmektedir.

Coziim: x,y € l ve v, keyfi skalerler olmak iizere

falyz+By) = alyz+Py)
= vaprr + Baryk
= 'Yfa(x)‘l'ﬁfa(y)

oldugundan f, lineerdir. Simdi f, operatoriiniin simirhlhigini gosterelim. Her
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T € ly icin

[fa@)ll, = llazl,

(Z |akxk|p) 1/p

k

~(er)”

1]loo llall,

A
E3

oldugundan f, simirhdir. Diger yandan z = (1,1,1,...) € I i¢in [|z|| ., = 1 olup
|Tz]|, < sup ||Tz||, = ||T|| gerceklenir. Ayrica ||T'z||, = [al, oldugu aciktir.
[lz]|=1

Bu durumda || fo|| = |[al[, elde edilir.

Soru 11.4 T bir X normlu uzayindan bir Y normlu uzayina siirekli bir lineer
operator olsun. Bu durumda (z,,) dizisi X uzayinda bir Cauchy dizisi ise (Tz,,)
de Y uzayinda bir Cauchy dizisidir. Gosteriniz.

Coziim: T operatorii siirekli lineer oldugundan Teorem 11.2’den smirhidir.
() dizisi Cauchy olsun. Bu durumda n,m — oo igin ||, — | — oo gergek-
lenir. Diger yandan T operatorii sinirli ve lineer oldugundan

0 < | Tzy, — Tom| < T (xn — zm)|| < T |20 — Zm|l — 0, n,m — o0
olup (T'z,,) bir Cauchy dizisidir.

1
Soru 11.5 (0, 1] iizerinde , S ve T operatorlerini sirasiyla y(s) = s/x(t)dt ve

0
h(s) = sz(s) seklinde tammlayahm. S ile T yer degigtirebilir mi?

Coézim: z € C[0,1] alahm. ((ST)z)(s) = S(Tz)(s) = s/ (Tz) (t)dt =
0

1 1
s/tm(t)dt ve ((TS)x) (s) =T(Sx)(s) = s s/m(t)dt elde edilir. Simdi z(t) =
0 0
t ile tammh = € C0,1] fonksiyonunu alahm. ((ST)z)(s) = s/t2dt = g ve
0

1

2

(TS)z)(s) =s s/tdt = % oldugundan S ile T yer degistiremez.
0
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