12 Lineer Fonksiyoneller

Tanmim 12.1 Deger bolgesi R ya da C olan operatére fonksiyonel denir.

Soru 12.1 a € s reel terimli dizisi veriliyor. f :ls — C, f(z) = Zakxk ile
k

verilen fonksiyonelin lineer ve sinirli oldugunu gésterip normunu hesaplayiniz.
Coziim: Keyfi z,y € ls ve «, f skalerlerini alalim. x,y,a € I3 oldugundan

Cauchy-Schwarz egitsizliginden Zakmk ve Zakyk serileri yakinsaktir. Bu-
k

k

radan f(az + By) = Z (arzr + aryr) = Z arxy + Z aryr = af(z) + Bf(y)
k k k

elde edilir. O halde f lineerdir. Simdi f’nin simirh oldugunu gosterelim. Her

x € Iy igin Cauchy-Schwarz esitsizliginden
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elde edilir dolayisiyla f siirhdir. Tamm geregi || f|| < |la||, elde edilir. Diger
y 2
yandan a reel oldugundan |f(a)| = ||a||3 olup
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elde edilir. O halde || f|| = ||a||, olur.

1
Soru 12.2 C[-2,1] — R iizerinde tammh f(z) = /m(t)dt ile tamml f fonksi-
22

yonelinin siirekli oldugunu gosteriniz.
Coziim: Integral lineer oldugundan f™nin lineerligi agiktir. Her z € C[—2, 1]
igin
1
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olup ||f]| < 3 gerceklenir. Burada ||z| . = sup |z(t)] ile verilmektedir. O
2<t<1

halde f lineer ve siirh olup siireklidir.
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Soru 12.3 f kompleks bir X normlu uzay iizerinde lineer sinirli bir fonksiyonel
olmak iizere X iizerinde g(x) = f(z) ile tamimh ¢ fonksiyoneli lineer midir?

Coziim: Keyfi z,y € X ve o, 8 € C alalim. g(az + By) = f(az + By) =
af(x) + Bf(y) = ag(z) + Bg(y) oldugundan g lineer degildir.

Soru 12.4 Bir M* C X* kiimesinin N (M™*) sifir uzay1, her f € M* icin f(z) =0
kosulunu saglayan tiim x € X elemanlarindan olugan kiime olarak tanimlanir.
Bu uzayin bir vektor uzay: oldugunu gosteriniz.

Coziim: N(M*) kiimesinin X’in bir lineer alt uzay1 oldugunu gosterelim.
Keyfi z,y € N(M*), keyfi «, 3 skalerler olsun. Her f € M* i¢in f(z) = f(y) =0
oldugundan f(az + By) = af(z) + Bf(y) = 0 gergeklenir. O halde ax + By €
N(M*) olur. Bu durumda N (M*) bir alt vektor uzaydir.
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