13 Sonlu Boyutlu Uzaylarda Lineer Operatorler
ve Fonksiyoneller

Onerme 13.1 M, n-boyutlu bir X vektor uzaymin bir gercek alt uzay1 ve f,
M iizerinde lineer bir fonksiyonel olsun. X iizerinde f |y= f olacak sekilde
lineer bir ]? fonksiyoneli mevcuttur. (Bu fonksiyonele fnin M’den X’e lineer
geniglemesi denir.)

Soru 13.1 _12 i’ (2) ) matrisine kargilik gelen 7' operatoriinii elde ediniz.
Bu operator sinirli midir?

Coziim: Bu matris T : R?* — R? bir lineer déniisiim tanimlar. Bu doniistimii
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matris carpimi ile ifade edebiliriz. O halde 7' doniistimii her (xq, 72, 23) € R3

icin T(z1,22,23) = (21 + 329 + 2w3, —221 + 2) ile tamimh doniigtimdiir. R3
sonlu boyutlu oldugundan 7" lineer operatorii sinirhidir.

Soru 13.2 R? uzaymda {(1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} bazinin dual bazin1 bulunuz.
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cak gekilde f; fonksiyonellerini belirleyelim. O halde f;(x1,z2,z3) = z; tanum-

larsak {f; : 4 = 1,2,3} kiimesi aranilan dual bazdir.

Coziim: Dual baz tanimindan ¢,j = 1,2,3 icin f;(e;) = ola-

Soru 13.3 {fi, f2, f3}, R¥tin {e; = (1,1,1),e2 = (1,1,—1),e3 = (1,—1,-1)}
bazinin dual baz olsun. = = (1,0,0) olmak tizere fi(z), fa(z) ve f3(x) deger-
lerini belirleyiniz.

Cozim: {f1, f2, f3}, {(1,1,1),(1,1,-1),(1,—1,—1)} bazinin dual bazi oldu
gundan f;(e;) = d;; oldugunu biliyoruz. $imdi « vektoriinii baz cinsinden ifade
edelim. Bunun i¢in aye; 4+ ases + azes = x olacak gekilde aq, as, ag skalerlerini
belirlemeliyiz. aq(1,1,1) + a2(1,1,-1) + a3(1,—1,—1) = (1,0,0) yazarsak bu-

tes seklinde bir

radan a3 = 1/2, az = 0 ve ag = —1/2 elde ederiz. Yani z = a

gosterime sahiptir. Simdi f; fonksiyoneli lineer oldugundan
e1 +e:
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elde edilir. Benzer gekilde fo(z) =0 ve f3(z) = 1/2 bulunur.

1
Soru 13.4 R¥iin Z = {a? eER?:qy = 0} alt uzay1 tizerinde f(z) = 3 (x1 — x3)

ile tanimlanan f fonksiyonelinin R%’e, f(l, 1,1) = 3 olacak sekilde lineer bir f
geniglemesini bulunuz.

1 ~
Coziim: R3 iizerinde f(z) = 3 (x1 — 23) + 3x2 ile tammh f fonksiyonelini

alalm. Keyfi z,y € R? ve keyfi a, 3 skalerleri icin

flax + By) flaxy + By, azs + Bya, axs + Pys)
= % (axy + By1 — axs — Pyz) + 3 (axs + Py2)
— oy e +3m) +5 (300 - m)+m)

= af(x)+8f(y)

oldugundan f lineerdir. Ayrica x5 = 0 olacak sekilde her x € R3 icin f(w) =
f(z)ve f(1,1,1) = 3 oldugundan f fonksiyoneli f’nin kogullara uyan bir genigleme-
sidir (Bu genigleme tek midir?).
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