
14 Normlu Operatör Uzayları, Dual Uzay

Tanım 14.1 X ve Y aynı cisim üzerinde iki normlu uzay olsun. B(X,Y )
ile X’den Y ’nin içine olan tüm sınırlılineer operatörlerin kümesini gösterelim.
B(X,Y ),

(T1 + T2) (x) = T1x+ T2x

ve
(αT )x = αTx

i̧slemleri ile bir vektör uzay olup daha önce tanımladı̆gımız operatör normu
tanımıyla bir normlu uzaydır. Hatta Y uzayının Banach olması durumunda
B(X,Y ) uzayıda Banach uzayıdır. X üzerinde tanımlıtüm sınırlılineer fonksi-
yonellerin (yani Y = K) uzayına ise X’in dual uzayı(sürekli dual) denir ve X ′
ile gösterilir. Dikkat edilirse K tam olduğundan X ′

‖f‖ = sup
x 6=θ

|f(x)|
‖x‖ = sup

‖x‖=1
|f(x)|

normu ile bir Banach uzayıdır.

Soru 14.1 B(X,Y ) uzayının sıfır elemanınıbelirleyip bir T operatörünün (vek-
tör uzayıanlamında) tersini tanımlayınız.
Çözüm: Her x ∈ X için φx = θY ile tanımlıφ operatörünü göz önüne

alalım. KeyfiT ∈ B(X,Y ) için (T+φ)x = Tx olacağından φ operatörü B(X,Y )
uzayının sıfırıdır. T ∈ B(X,Y ) olmak üzere her x ∈ X için (−T )x = −Tx ile
tanımlı−T operatörü de lineer ve sınırlıdır. Ayrıca (T + (−T ))x = Tx +
(−T )x = Tx − Tx = θY olduğundan T + (−T ) = φ olup T’nin tersi −T ope-
ratördür.

Soru 14.2M 6= ∅, normlu birX uzayının her hangi bir alt kümesi olsun. M’nin
Ma sıfırlayanı, M üzerinde her yerde sıfır değerini alan ve X üzerinde tanımlı
tüm sınırlılineer fonksiyonellerden oluşan cümle olarak tanımlanır. Ma’nın X ′

dual uzayının kapalıbir alt vektör uzayıolduğunu gösteriniz.
Çözüm: Keyfi f, g ∈ Ma ve α, β skalerlerini alalım. Her x ∈ M için

(αf + βg) (x) = αf(x) + βg(x) = 0 olduğundan αf + βg ∈Ma olup bu da Ma

kümesini lineer alt uzay yapar. ŞimdiMa’nın kapalıolduğunu gösterelim. Keyfi
f ∈Ma alalım. O halde fn → f olacak şekilde Ma’da bir (fn) dizisi vardır. Bu
durumda

sup
x 6=θ

|fn(x)− f(x)|
‖x‖ → 0

olur ki buradan x 6= θ olacak biçimde her x ∈ M için |fn(x)− f(x)| → 0
yazılabilir. Ancak her n için fn ∈Ma olduğundan f(x) = 0 gerçeklenir. Ayrıca
eğer θ ∈M ise f lineer olduğundan f(θ) = 0 olur. Yani her x ∈M için f(x) = 0
bulunur ki bu durumda f ∈ Ma gerçeklenir. O halde Ma kapalıdır (kapanı̧sını
içeriyor).
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Soru 14.3 Normlu bir X uzayı için Xa uzayını belirleyiniz ve X∗ ⊂ {θ}a
olduğunu gösteriniz.
Çözüm: Xa = {f ∈ X ′ : her x ∈ X için f(x) = 0} olduğunu biliyoruz. Bu

ise Xa = {θX′} olmasıdemektir.
{θ}a = {f ∈ X ′ : f(θ) = 0} ve her f ∈ X∗ için f(θ) = 0 olduğundan X∗ ⊂ {θ}a
gerçeklenir.

Soru 14.4 X sonsuz boyutlu bir normlu uzay olduğunda X∗ ile X ′ uzaylarının
çakı̧smadı̆gınıgösteriniz.
Çözüm: 1. Yol: Biliyoruz ki her zaman X ′ ⊂ X∗ gerçeklenir. O halde

lineer olup sınırlı(sürekli) olmayan bir fonksiyonel inşaa etmeliyiz. boyX =∞
olduğundan X uzayısayılamaz elemanlıbir B Hamel bazına sahiptir. O halde
her n için
‖xn‖ = 1 olacak şekilde lineer bağımsız A = {xn : n ∈ N} ⊂ B kümesi mevcut-
tur. B üzerinde f lineer fonksiyonelini her n için f(xn) = n ve B − A üzerinde
sıfır olacak şekilde tanımlayalım. Şimdi f lineer fonksiyonelini B’den X’e yine

lineer olacak şekilde geni̧sletelim: Her x ∈ X için x =
n∑
j=1

cjyj(x) olacak şe-

kilde yj(x) ∈ B ve sıfırdan farklıcj skalerleri mevcuttur. Şimdi f ′nin bir lineer

f̃ geni̧slemesini f̃(x) =
n∑
j=1

cjf (yj(x)) ve f̃(θ) = 0 ile tanımlayalım. Ancak

‖xn‖ = 1,
∣∣∣f̃(xn)∣∣∣ = n olduğundan ∞ = sup

n

∣∣∣f̃(xn)∣∣∣ ≤ sup
‖x‖=1

∣∣∣f̃(xn)∣∣∣ olur. Bu
durumda f̃ sınırlıdeğildir.
2. Yol: X = l1 uzayını, l∞ uzayının sup normu ile göz önüne alalım. f : l1 → C,
f(x) =

∑
k

xk ile tanımlayalım. f’nin lineer olduğu açıktır. Kabul edelim ki f

sınırlıolsun. O halde her x ∈ l1 için

|f(x)| ≤M ‖x‖∞ (14.1)

olacak biçimde bir M pozitif tam sayısıbulabiliriz. Şimdi bir y dizisini şöyle
tanımlayalım:

yk =

{
1, 1 ≤ k ≤M + 1
0, k > M + 1

Böylece ‖y‖∞ = sup
k
|yk| = 1 ve de f(y) = M + 1 elde edilir. O halde 14.1

eşitsizliğindenM+1 ≤M bulunur ki bu da çeli̧skidir. O halde f sınırlıdeğildir.

Soru 14.5 Bir X normlu uzayında
∞∑
k=1

xk = u ve f ∈ X ′ olsun. O halde

f(u) = f

( ∞∑
k=1

xk

)
=

∞∑
k=1

f(xk)
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olduğunu gösteriniz.

Çözüm: Sn :=
n∑
k=1

xk olsun. O halde lim
n
Sn = u gerçeklenir. Keyfi f ∈ X ′

alalım. f sürekli ve lineer olduğundan

f(u) = f

( ∞∑
k=1

xk

)

= f

(
lim
n

n∑
k=1

xk

)

= lim
n
f

(
n∑
k=1

xk

)

= lim
n

n∑
k=1

f(xk)

=

∞∑
k=1

f(xk)

elde edilir.
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