
1 ANAL·IT·IK FONKS·IYONLAR ·IÇ·INCAUCHY
GOURSAT TEOREM·I

Tan¬m1. [a; b] � R olmak üzere sürekli bir


 : [a; b]! C

fonksiyonuna C düzleminde bir e¼gri denir. 
(a) ve 
(b) noktalar¬na s¬ras¬yla
e¼grinin başlang¬ç ve bitim noktalar¬denir.
Tan¬m2. Bir 
 e¼grisi verildi¼ginde 
(a)=
(b) ise, 
 ya kapal¬e¼gridir denir.

Yani kapal¬e¼grilerin başlang¬ç ve bitim noktalar¬ayn¬d¬r.
Tan¬m3. Kendisini kesmeyen e¼grilere basit e¼gri denir.
Tan¬m 4. Bir A kümesinin herhangi iki noktas¬tamamen A da bulunan bir

e¼gri ile birleştirilebiliyorsa A ya ba¼glant¬l¬(irtibatl¬) küme denir.
Tan¬m 5. Aç¬k ve ba¼glant¬l¬olan bir A kümesine bölge denir.
Tan¬m 6. E¼ger ba¼gant¬l¬bir A kümesi s¬n¬r noktalar¬ndan baz¬lar¬n¬ve ya

tamam¬n¬içeriyorsa A ya yöre ad¬verilir.
Teorem1.1 (Cauchy Teoremi)
f fonksiyonu bir D yöresinde analitik ise ve f� türev fonksiyonu sürekli ise

bu durumda Z
C

f(z)dz = 0

sa¼glan¬r. Cauchy teoremi bazen Cauchy integral teoremi bazen de Cauchy-
Goursat teoremi olarak adland¬r¬l¬r. Bu teoremin orjinal (ilk) ispat¬nda yukar¬da
verildi¼gi gibi f� türev fonksiyonunun D bölgesinin içinde sürekli olmas¬koşulu
konmuştur. Daha sonra L.Goursat bu koşulu kald¬rarak teoremi ispatlam¬̧st¬r.
Bizim bu ders notlar¬nda kulland¬¼g¬m¬z Goursat taraf¬ndan verilen aşa¼g¬daki
teoremdir.
Teorem1.2 (Cauchy-Goursat Teoremi)
E¼ger f fonksiyonu pozitif yönde yönlendirilmi̧s, basit, kapal¬bir C çevresinin

içinde ve üzerinde analitik ise bu durumdaZ
C

f(z)dz = 0:

Aksi belirtilmedi¼gi sürece bu notlardaki sorularda, e¼griler hep pozitif yönde
yönlendirilmi̧s (saat yönünün tersine) olarak verilmi̧stir.

Soru1.
Z

jzj=2

sin z dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C çevresi, jzj = 2 çemberi olup basit kapal¬bir çevredir. Trigonometrik
fonksiyonlar tam fonsiyon oldu¼gundan f(z) = sin z fonksiyonu da tam fonsiyon-
dur, dolay¬s¬yla kompleks düzlemin tamam¬nda analitiktir. Özel olarak C :
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jzj = 2 e¼grisi üzerinde ve içinde de analitiktir. Cauchy-Goursat teoremindenZ
jzj=2

sin zdz = 0

bulunur.
Soru2. Aşa¼g¬daki fonksiyonlar¬n analitik oldu¼gu bölgeleri bulup, herbir

fonksiyon için
Z
C

f(z)dz = 0 oldu¼gunu gösteriniz. Burada C : jzj = 1 çemberidir.

a. f(z) =
z3

z � 3
b. f(z) = ze�z

c. f(z) =
1

z2 + 2z + 2
d. f(z) = sechz
e. f(z) = tan z
Çözüm.
a. f1(z) = z3, f2(z) = z� 3 fonksiyonlar¬polinom olup kompleks düzlemin

tamam¬nda analitiktirler. f(z) =
f1(z)

f2(z)
fonksiyonu z = 3 noktas¬n¬n d¬̧s¬ndaki

bölgede analitiktir. z = 3 noktas¬C çevresinin d¬̧s¬nda oldu¼gundan f fonksiy-
onu basit, kapal¬olan C : jzj = 1 çevresinin içerisinde ve üzerinde analitiktir.

Cauchy-Goursat teoreminden
Z

jzj=1

z3

z � 3dz = 0 elde edilir.

b. f(z) =
z

ez
fonksiyonu için f1(z) = z, f2(z) = ez olsun. f1 ve

f2 fonksiyonlar¬ tam fonksiyonlar olup f2 fonksiyonunu s¬f¬r yapan hiçbir z
kompleks say¬s¬olmad¬¼g¬ndan f fonksiyonu da kompleks düzlemin tamam¬nda
analitiktir. Ayr¬ca C : jzj = 1 çevresi basit ve kapal¬ bir çevre oldu¼gundan

Cauchy-Goursat teoremi gere¼gince
Z

jzj=1

z

ez
dz = 0 bulunur.

c. g1(z) = 1, g2(z) = z2 + 2z + 2 olmak üzere f(z) =
g1(z)

g2(z)
fonksiyonu

göz önüne al¬n¬rsa g1 ve g2 fonksiyonlar¬tam fonksiyonlard¬r. g2(z) = 0 için
z = �1�i olup bu noktalar d¬̧s¬nda kalan bölgede g2(z) = z2+2z+2 fonksiyonu
analitiktir. j�1� ij =

p
2 > 1 oldu¼gundan bu noktalar jzj = 1 çemberinin

d¬̧s¬nda kal¬rlar. Dolay¬s¬yla f fonksiyonu C : jzj = 1 basit, kapal¬çevresi içinde

ve üzerinde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi gere¼gince
Z

jzj=1

1

z2 + 2z + 2
dz =

0 yaz¬l¬r.

d. f(z) = sechz =
1

cosh z
=

2

ez + e�z
=

2ez

e2z + 1
yaz¬labilir. f1(z) = 2ez ve
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f2(z) = e2z + 1 fonksiyonlar¬tam fonksiyonlard¬r. e2z + 1 = 0 için

e2(x+iy) = �1

olup
e2x(cos 2y + i sin 2y) = �1

olur. Bu durumda e2x cos 2y = �1 ve e2x sin 2y = 0 olmal¬d¬r. ·Ikinci denklemde
e2x = 0 olamayaca¼g¬ndan sin 2y = 0 olmal¬d¬r, buradan y =

k�

2
; k 2 Z elde

edilir. ·Ilk denklem dikkate al¬d¬¼g¬nda y =
(2k + 1)�

2
; k 2 Z ve x = 0 elde

edilir. Dolay¬s¬yla e2z + 1 = 0 için z =
(2k + 1)

2
�i; k 2 Z yaz¬l¬r. Bulunan

z de¼gerleri için jzj =
���� (2k + 1)2

�i

���� � �

2
> 1 oldu¼gundan f2 fonksiyonunu s¬f¬r

yapan z de¼gerleri C : jzj = 1 çevresinin d¬̧s¬nda kal¬r. f fonksiyonu C çevresinin
içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan Cauchy-Goursat teoremi kullan¬larakZ
jzj=1

sechzdz = 0 bulunur.

e. f(z) = tan z =
sin z

cos z
=

eiz � e�iz
2i

2

eiz + e�iz
=

e2iz � 1
i (e2iz + 1)

olaca¼g¬n-

dan e2iz + 1 = 0 için e�2ye2ix = �1 olup e�2y(cos 2x + i sin 2x) = �1 yaz¬l¬r.

Buradan
�
e�2y cos 2x = �1
e�2y sin 2x = 0

olaca¼g¬ndan x =
(2k + 1)

2
�; k 2 Z ve y = 0 bu-

lunur. Dolay¬s¬yla e2iz + 1 = 0 denkleminin kökleri z =
(2k + 1)

2
�; k 2 Z

olarak elde edilir. Bulunan bu z de¼gerlerini kompleks düzlemden ç¬kard¬¼g¬m¬zda
kalan bölgede f fonksiyonu analitik olaca¼g¬ndan jzj = 1 basit ve kapal¬ C
çevresinin içinde ve üzerinde de analitik olur. Cauchy-Goursat teoremi gere¼ginceZ
jzj=1

tan zdz = 0 elde edilir.

Soru3. 
 çevresi x = �1, y = �1 e¼grileri ile oluşturulmuş, pozitif yönde
yönlendirilmi̧s karenin çevresi olsun. Bu durumdaZ




z2 � 7z
z � 2 dz

integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. 
 çevresi basit, kapsl¬bir çevredir. f(z) =
z2 � 7z
z � 2 fonksiyonu

z = 2 d¬̧s¬nda kompleks düzlemin tamam¬nda analitiktir. z = 2 noktas¬ 

çevresi içinde ve üzerinde de¼gildir. Dolay¬s¬yla f fonksiyonu 
 çevresinin içinde

ve üzerinde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi gere¼gince
Z



z2 � 7z
z � 2 dz = 0

bulunur.
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Soru4. C : jzj = 1 çevresi olmak üzere
Z
C

Log(z+2)dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. Genel olarak Log(z) = ln jzj+ iArgz olup, Log(z) fonksiyonunun
analitikli¼gi incelenirken onu oluşturan ln jzj ve Argz fonksiyonlar¬n¬n anali-
tikli¼gine bak¬l¬r. Argz fonksiyonu negatif reel eksende analitik olmad¬¼g¬ndan
Log(z) fonksiyonunun analitiklik bölgesi

Cnf(x; y) 2 C : x � 0; y = 0g

şeklindedir. Dolay¬s¬yla Logf(z) şeklindeki bir fonksiyonun analitiklik bölgesi

Cnf(x; y) 2 C : Re f(z) � 0; Im f(z) = 0g

olup Log(z + 2) fonksiyonu

Cnf(x; y) 2 C : x � �2; y = 0g

bölgesinde analitiktir. C çevresi basit, kapal¬pozitif yönde yönlendirilmi̧s bir
çevre olup Log(z+2) fonksiyonu C çevresi içinde ve üzerinde analitiktir. Cauchy-

Goursat teoreminden
Z

jzj=1

Log(z + 2)dz = 0 yaz¬l¬r.

Soru5. jzj = 1 çemberi üzerinde
Z
ezdz integralini hesaplayarak

2�Z
0

ecos � cos (� + sin �) d� =

2�Z
0

ecos � sin (� + sin �) d� = 0

eşitli¼gini elde ediniz.
Çözüm. C:jzj = 1 çevresi basit, kapal¬ bir çevre olup f(z) = ez tam

fonksiyonu C çevresi üzerinde ve içinde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi

gere¼gince
Z

jzj=1

ezdz = 0 yaz¬l¬r. Di¼ger yandan integrali hesaplamak için z =

ei�; 0 � � � 2� dönüşümü yap¬l¬rsa dz = iei�d� olaca¼g¬ndan Euler formülü
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kullan¬larak

0 =

Z
jzj=1

ezdz =

2�Z
0

ee
i�

iei�d� = i

2�Z
0

ecos �+i sin �(cos � + i sin �)d�

= i

2�Z
0

ecos � [cos(sin �) + i sin(sin �)] (cos � + i sin �)d�

= i

2�Z
0

ecos � [cos(sin �) cos � � sin � sin(sin �) + i(cos(sin �) sin � + cos � sin(sin �))] d�

= i

2�Z
0

ecos �[cos(sin � + �)) + i sin(sin � + �)]d�

= i

2�Z
0

ecos � cos(sin � + �)d� �
2�Z
0

ecos � sin(sin � + �)d�

yaz¬l¬r. ·Iki kompleks say¬n¬n eşitli¼ginden

2�Z
0

ecos � cos(sin � + �)d� = 0

ve
2�Z
0

ecos � sin(sin � + �)d� = 0

bulunur.
Al¬̧st¬rmalar
1. jzj = 4 çemberi ile kenarlar¬x = �1, y = �1 do¼grular¬aras¬nda bulu-

nan karenin aras¬nda kalan bölge B olsun. B bölgesinin s¬n¬r¬
 olmak üzere
aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z (
 pozitif yönde yönlendirilmi̧stir).

a.
Z



z + 2

sin
�z
2

�dz
b.
Z



z

1� ez dz

2. C : jz + ij = 1

2
olmak üzere

Z
C

cos z

(z � 3)2(z4 � 16)dz integralini hesaplay¬n¬z.

3.
Z

jzj=3

cos z

z � �dz integralini hesaplay¬n¬z.
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