1 ANALITIK FONKSIYONLAR IiCIN CAUCHY
GOURSAT TEOREMI

Taniml. [a,b] C R olmak iizere siirekli bir
v :la,b] = C

fonksiyonuna C diizleminde bir egri denir. ~(a) ve (b) noktalarina sirasiyla
egrinin baglangic ve bitim noktalari denir.

Tanum?2. Bir v egrisi verildiginde «v(a)=~(b) ise, v ya kapal egridir denir.
Yani kapali egrilerin baglangic ve bitim noktalar: aynidir.

Tanim3. Kendisini kesmeyen egrilere basit egri denir.

Tanim 4. Bir A kiimesinin herhangi iki noktas1 tamamen A da bulunan bir
egri ile birlegtirilebiliyorsa A ya baglantili (irtibatl) kiime denir.

Tamim 5. Acik ve baglantili olan bir A kiimesine bélge denir.

Tanmim 6. Eger bagantili bir A kiimesi sinir noktalarindan bazilarim ve ya
tamamini igeriyorsa A ya yore adi verilir.

Teoreml.1 (Cauchy Teoremi)

f fonksiyonu bir D yoresinde analitik ise ve f”tiirev fonksiyonu siirekli ise

bu durumda
/f(z)dz =0
c

saglanir. Cauchy teoremi bazen Cauchy integral teoremi bazen de Cauchy-
Goursat teoremi olarak adlandirilir. Bu teoremin orjinal (ilk) ispatinda yukarida
verildigi gibi f’ tiirev fonksiyonunun D bélgesinin icinde siirekli olmasi kogulu
konmugtur. Daha sonra L.Goursat bu kogulu kaldirarak teoremi ispatlamigtir.
Bizim bu ders notlarinda kullandigimiz Goursat tarafindan verilen agagidaki
teoremdir.

Teoreml.2 (Cauchy-Goursat Teoremi)

Eger f fonksiyonu pozitif yonde yonlendirilmis, basit, kapali bir C' ¢evresinin
iginde ve iizerinde analitik ise bu durumda

/f(z)dz =0.
c

Aksi belirtilmedigi siirece bu notlardaki sorularda, egriler hep pozitif yonde
yonlendirilmis (saat yoniiniin tersine) olarak verilmigtir.

Sorul. / sin z dz integralini hesaplayiniz.
|z|=2
Coziim. C cevresi, |z| = 2 gemberi olup basit kapali bir ¢evredir. Trigonometrik
fonksiyonlar tam fonsiyon oldugundan f(z) = sin z fonksiyonu da tam fonsiyon-
dur, dolayisiyla kompleks diizlemin tamaminda analitiktir. Ozel olarak C' :



|2| = 2 egrisi tizerinde ve i¢inde de analitiktir. Cauchy-Goursat teoreminden

/ sinzdz =0

|z|=2

bulunur.
Soru2. Asagidaki fonksiyonlarin analitik oldugu bolgeleri bulup, herbir

fonksiyon i¢in / f(z)dz = 0 oldugunu gosteriniz. Burada C : |z| = 1 ¢cemberidir.
c

a f(2) =
b. f(z) =ze™*
1
¢ f(z) = 22422+2

a. fi(z) = 23, fa(2) = z — 3 fonksiyonlar1 polinom olup kompleks diizlemin

_ fi(»)

tamaminda analitiktirler. f(z) = 702 fonksiyonu z = 3 noktasinin digindaki
2(2

bolgede analitiktir. z = 3 noktasi1 C' ¢evresinin diginda oldugundan f fonksiy-

onu basit, kapali olan C : |z| = 1 gevresinin igerisinde ve {izerinde analitiktir.

3

: 3dz = 0 elde edilir.

Cauchy-Goursat teoreminden /
|z]=1

b. f(z) = —j fonksiyonu i¢in  fi(z) = 2, fa(2) = €* olsun.  f; ve

fa fonksiyonlar1 tam fonksiyonlar olup fo fonksiyonunu sifir yapan hicbir z

kompleks sayisi olmadigindan f fonksiyonu da kompleks diizlemin tamaminda
analitiktir. Ayrica C : |z| = 1 gevresi basit ve kapali bir gevre oldugundan

z
Cauchy-Goursat teoremi geregince / —dz = 0 bulunur.
e

|z|=1

91(2)
ga(2
gdz oniine alimirsa g1 ve ¢go fonksiyonlar: tam fonksiyonlardir. go(z) = 0 igin
z = —14i olup bu noktalar diginda kalan bélgede go(z) = 22422z +2 fonksiyonu
analitiktir. |-144| = v/2 > 1 oldugundan bu noktalar |2| = 1 ¢emberinin
disinda kalirlar. Dolaysiyla f fonksiyonu C': |z| = 1 basit, kapali gevresi i¢inde

c. gi(z) =1, ga(2) = 22 + 22 + 2 olmak iizere f(z) = fonksiyonu

1
tizerind litiktir. Cauchy-G tt i g ————dz =
ve tizerinde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi geregince / 1o %
|z|=1
0 yazilir.
1 2 2e? -
d. f(z) =sechz = = = yazilabilir. fi(z) = 2e* ve

coshz e*+e % e2241



f2(2) = €%* + 1 fonksiyonlar1 tam fonksiyonlardir. e?* + 1 = 0 i¢in

62(m+iy) T
olup
e**(cos 2y 4 isin2y) = —1
olur. Bu durumda e?* cos 2y = —1 ve €?* sin 2y = 0 olmalidir. Ikinci denklemde

k
€2 = 0 olamayacagindan sin2y = 0 olmahdir, buradan y = 777, k € Z elde

edilir. Ik denklem dikkate ahdiginda y = 2o+ 17

(2k + 1)

, k€ Z vex =0 elde

edilir. Dolayisiyla €?* +1 = 0 i¢in z =
2k+1

20,
yapan z degerleri C : |z| = 1 gevresinin diginda kalir. f fonksiyonu C ¢evresinin
iginde ve iizerinde analitik oldugundan Cauchy-Goursat teoremi kullanilarak

i, k € Z yazilir. Bulunan

z degerleri igin |z| = il > g > 1 oldugundan f; fonksiyonunu sifir

sec hzdz = 0 bulunur.

|z|=1
—iz 2 2iz
e. f(z) =tanz = = - - __
_ cos 2 2 eF4e j(e?F 4+ 1)
dan €% + 1 = 0 igin e~ 2e?® = —1 olup e~ ?Y(cos 2z + isin2x) = —1 yazilr.

W eos 2z = —1 2k + 1
Buradan {e o8 2L olacagindan =z = &

olacagin-

m, k € Z ve y =0 bu-

, 2k +1
lunur. Dolayisiyla €?** + 1 = 0 denkleminin kokleri z = MW, keZ

e 2Ysin2x =0

olarak elde edilir. Bulunan bu z degerlerini kompleks diizlemden ¢ikardigimizda
kalan bolgede f fonksiyonu analitik olacagindan |z| = 1 basit ve kapal C
¢evresinin i¢inde ve tizerinde de analitik olur. Cauchy-Goursat teoremi geregince

tan zdz = 0 elde edilir.

|z|=1
Soru3. 7 cevresi ¢ = +1, y = +1 egrileri ile olugturulmus, pozitif yonde
yonlendirilmig karenin gevresi olsun. Bu durumda

22 -7z
d
/ z—2 *

Y

integralini hesaplayiniz.

2
-7
Coziim. ~ gevresi basit, kapsh bir ¢evredir. f(z) = z 22 fonksiyonu
z —

z = 2 disinda kompleks diizlemin tamaminda analitiktir. z = 2 noktasi vy
gevresi icinde ve ilizerinde degildir. Dolayisiyla f fonksiyonu - ¢evresinin iginde
2

2t =Tz

d =
po— z 0

ve tlizerinde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi geregince /

¥
bulunur.



Soru4. C:|z| = 1 ¢evresi olmak iizere / Log(z+2)dz integralini hesaplayiniz.

c
Co6ziim. Genel olarak Log(z) = In|z| + iArgz olup, Log(z) fonksiyonunun
analitikligi incelenirken onu olugturan In|z| ve Argz fonksiyonlarmin anali-
tikligine bakilir. Argz fonksiyonu negatif reel eksende analitik olmadigindan
Log(z) fonksiyonunun analitiklik bolgesi

C\{(z,y) €C: x<0, y=0}
seklindedir. Dolayisiyla Log f(z) seklindeki bir fonksiyonun analitiklik bolgesi
C\{(z,9) € C: Ref(z) <0, Im f(z) =0}
olup Log(z + 2) fonksiyonu
C\{(z,y) eC: x< -2, y=0}

bolgesinde analitiktir. C' gevresi basit, kapal pozitif yonde yonlendirilmig bir
gevre olup Log(z+2) fonksiyonu C ¢evresi i¢inde ve {izerinde analitiktir. Cauchy-

Goursat teoreminden / Log(z + 2)dz = 0 yazlir.
|z|=1

Soru5. |z| =1 gemberi iizerinde / e”dz integralini hesaplayarak

o 2m
/eCOSG cos (0 + sin0) df = /ecose sin (0 + sin6) df = 0
0 0

esitligini elde ediniz.
Coéziim. C:|z| = 1 gevresi basit, kapali bir gevre olup f(z) = e* tam
fonksiyonu C ¢evresi iizerinde ve iginde analitiktir. Cauchy-Goursat teoremi

geregince / e’dz = 0 yazilir. Diger yandan integrali hesaplamak i¢in z =

|z|=1
e, 0 < 6 < 27 doniisiimii yapilirsa dz = ie’df olacagindan Euler formiilii



kullanilarak

2 2w

0 = / e*dz = /eewiewdﬁ = i/ecos 0FisinG (cos 9 + i sin 0)d6
=1 0 0

2m

= i/eC059 [cos(sin #) + i sin(sin #)] (cos 6 + i sin 6)db
0
2m

= i/e°059 [cos(sin #) cos @ — sin 6 sin(sin @) + i(cos(sin ) sin 6 + cos O sin(sin ))] dO
0
2m

= i/ecosg[cos(sinﬁ +0)) +isin(sin @ + 6)]do
0
27 27

= i / 39 cos(sin 6 + 0)df — / % sin(sin 6 + 6)do
0 0

yazilir. Tki kompleks saymin esitliginden

27
/ecose cos(sinf 4 0)do = 0
0

ve
2m
/ecose sin(sin 6 + 0)df = 0
0

bulunur.

Alistirmalar

1. |z| = 4 ¢emberi ile kenarlar1 x = +1, y = +1 dogrulan arasinda bulu-
nan karenin arasinda kalan bolge B olsun. B bolgesinin simir1 v olmak iizere
agagidaki integralleri hesaplayimz (v pozitif yonde yonlendirilmigtir).

/ z+2

a. .7Zdz

5 Sin (§>

b. / c 4z
1—e*

~y

1
2. C:lz+14|= 3 olmak iizere / cos dz integralini hesaplayimiz.

(z — 3)%(2* — 16)
C

cos z
3. / dz integralini hesaplayiniz.
z—
|z|=3



