2 ANTI-TUREV VE CEVREDEN BAGIMSI-
ZLIK

Theorem2.1.(Cevreden Bagimsizlik)

f fonksiyonu basit baglantili bir D bolgesinde analitik ise, bu durumda f
fonksiyonunun D bolgesindeki herhangi iki noktay: birlegtiren gevreler boyunca
integralleri, bu c¢evrelerin se¢iminden bagimsizdir.

Sorul. C :y = 22 egrisinin —1 — i noktasindan 1 + i noktasina uzanan

pargasi olmak {izere
/ 322dz

c

integralini hesaplayiniz.
Coziim. f(z) = 322 fonksiyonu tam fonksiyon olup C egrisini kapsayan
basit baglantili bolgede analitik olacagindan verilen integralin hesabi ¢evre segi-

minden bagimsizdir. Dolayisiyla / 32%dz integralini y = z dogrusu iizerinden

C
hesaplayabiliriz.
144 (1,1) 1
/ 32%dz = / 3(z 4 iy)? (dz + idy) = / 3(z? — 2% 4 2izx)(dx + idx)
—1—i (-1,-1) -1
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— /63322'(1 i)z = 61+ ) 5 721, = 20(1+ )2 = 4i(1 +9).
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Tanmiml. (Antitiirev)

f bir D bolgesinde siirekli fonksiyon olsun. Eger her z € D i¢in F’ (z) = f(2)
olacak bigimde D bélgesinde analitik bir F' fonksiyonu varsa bu durumda F
fonksiyonuna f fonksiyonunun antitiirevi denir.

Theorem?2.2. f bir D bolgesinde siirekli bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiy-
onunun D de bir anti-tiirevi varsa bu durumda f fonksiyonunun D bolgesindeki
herhangi iki noktay1 birlegtiren ¢evreler boyunca integralleri bu cevrelerin segi-
minden bagimsizdir.

Theorem2.3. f fonksiyonu bir D bolgesinde siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger f fonksiyonunun D bolgesindeki egri integralleri bu egrilerin se¢iminden
bagimsiz ise bu durumda f fonksiyonunun D de bir F' anti-tiirevi vardir.

Theorem2.4 (Genellesgtirilmis Cauchy-Goursat Teoremi)

C basit, kapali bir cevre ve Cy, Cy, Cs...., C,, ler C' gevresinin i¢inde bulunan
ve ortak noktalar: olmayan basit kapali cevreler olsun. Eger f fonksiyonu C' ve
Ch, Cy, Cj,..., C,, lerin iizerinde ve bunlar arasinda kalan bolgede analitik ise bu

durumda
/f(z)dz:/f(z)dz+...+/f(z)dz
C C

Cn



saglanir.
T+21

z
Soru2. cos §dz integralini hesaplayiniz.

0
Cozim.f(z) = cos% fonksiyonu tam fonksiyon olup tiim kompleks dii-

zlemde analitiktir, dolayisiyla z = 0 ve z = 7 + 2¢ noktalarin birlegtiren her-
hangibir egriyi iceren bir D boélgesinde de analitik olur. Bu durumda D bol-

gesinde siireklidir. f(z) = F'(2) olacak sekilde F/(z) = 2sin g olup F' fonksiyonu
da D bolgesinde analitiktir, verilen integral yoldan bagimsizdir.
T+21
/ cos %dz = QSil’lg |Z=p+2i= 25in
0

T+ 2
2

A . . ™ .
=2 (SID§COSZ+SIH2COS§) = 2cos1t

olup coshiz = cos z oldugundan
T+21

cosgdz =2cosi=2coshl =e+e !

bulunur.
Soru3. /(z — 2)3dz integralini hesaplaymiz.

1

Qoziim. f(z) = (z—2)? fonksiyonu polinom oldugundan tam fonksiyondur.
Dolayisiyla anti-tiirevi mevcuttur. z = 1 ile z = 3 baglayan hangi yol alinirsa
alimsin verilen integralin sonucu aymi olur. F (z) = f(z) = (z — 2)? olacak

: iy : (= —2)*
sekilde analitik F' fonksiyonu F'(z) = —

3
/(z —2)3dz = =27 |7=3=0

olup

4 z=1

elde edilir.
Sorud. -« egrisi z = 0 noktasindan ve negatif reel eksenden ge¢meyen 7

noktasini 1 + ¢ noktasina birlegtiren bir ¢evre olsun. Bu durumda / Logzdz
¥
integralini hesaplayiniz.
Coziim. Logz = In|z| + iArgz fonksiyonu negatif yari eksende analitik
gesinde Logz fonksiyonu analitiktic. Her z € D igin F(z) = zLogz — z igin
f(2) = F (2) olur. Integralin gevreden bagimsizhig kullanilarak

144
/Logzdz = /Logzdz = (zLogz — z) |7=; 1= (ln\/§+ g — 1) +t (ln\/§+ %)
y i



bulunur.
Sorub. « egrisi, |z| = 1 gemberinin pozitif yonlii sag yaris1 olmak {iizere

/cos(Logz)

z

dz integralini hesaplayimiz.

p

Coziim. f(z) = M fonksiyonu, sifir ve negatif reel eksen diginda
kalan bolgede analitiktir. + egrisi, |z| = 1 ¢emberinin pozitif yonlii sag yarisi
oldugundan —¢ noktasimi ¢ noktasina birlegtirir. D bolgesi, v egrisini i¢ine alan
negatif reel ekseni ve sifir noktasini igermeyen bolge olarak alimirsa, F(z) =
sin(Logz) olmak iizere Vz € D igin, F'(z) = f(z) olur. F fonksiyonu da D
bolgesinde analitiktir. Cevreden bagimsizlik teoremi kullanilarak

L [ cos(L : i
/7008( Zng) dz = /7COS( Zogz) dz = sin(%r) - sin(—Qm) =27 sinhg
Bl Zi
elde edilir.
Soru6. -~ egrisi pozitif yonlii |z| = 7 gemberinin iist yaris1 olmak {iizere

/ tan? zdz integralini hesaplayiniz.
p

Coziim. - egrisi pozitif yonlii |z| = 7 ¢emberinin iist yarisi oldugundan =
noktasini -m noktasina baglar. vy egrisini i¢ine alan, ancak k € Z olmak iizere

k
?ﬂ noktalarmi icermeyen bolgeye D diyelim. f(z) = 1 + tan? z fonksiyonu D

bolgesinde analitiktir. Her z € D i¢in F(z) = tanz i¢in F'(z) = f(z) olup F
fonksiyonu da D bolgesinde analitiktir. D bolgesi iginde herhangi yol iizerinden
f fonksiyonunun integralinin degeri aymidir, benzer gekilde g(z) = 1 fonksiyonu
da D bolgesinde analitiktir ve g fonksiyonunun anti tiirevi G(z) = z olup D igin-
deki herhangi iki noktay1 birlegtiren gevreler boyunca integralin hesabi ¢cevrenin
se¢iminden bagimsizdir, ¢cevreden bagimsizlik teoremi kullanilarak

~

/tan2 zdz = /(71 + 1+ tan? 2)dz = f/der /(1 + tan® 2)dz
g g

5
—/dz + /(1 +tan? 2)dz = —(—m — ) + tan(—7) — tan 7 = 27

bulunur.



Aligtirmalar

0 0
1. /z = +/r | cos 3 + isin§ ;0 < 0 < 2w, r > 0 fonksiyonu veriliyor. u,

—t¢ noktasindan ¢ noktasina giden ve tamamiyla imajiner eksenin solunda kalan
gevre olsun. Bu durumda
/ Vzdz
m
integralini hesaplayiniz.
2. C = {Z;z:ew, _27T<9<72r} ={z:2€C, |z =1, Rez>0} ol-

1. ..
mak iizere | —dz integralini hesaplayiniz.

z

c
1
3. C gevresi kogeleri 0, 1, 1 44 ve 4 olan birim kare ve f(z) = cos(3+ ——)

z—3
/ f(z)d=
C
integralini hesaplayiniz.

4. 7 egrisi (0,0) noktasi (1,0) noktasina birlegtiren egri olsun. f(z) = |z|

olmak iizere

olmak iizere f fonksiyonunun analitik oldugu bolgeyi belirleyiniz. / f(z)dz

¥
integralinin hesab: icin ¢evreden bagimsizlik teoremi kullanilir mi? Neden?
5. y(t) =t +it, —a <t < a ve a > 0 sabit olmak iizere

2
. dz
2241

5

integralini hesaplayiniz.



