
2 ANT·I-TÜREV VE ÇEVREDEN BA¼GIMSI-
ZLIK

Theorem2:1:(Çevreden Ba¼g¬ms¬zl¬k)
f fonksiyonu basit ba¼glant¬l¬bir D bölgesinde analitik ise, bu durumda f

fonksiyonunun D bölgesindeki herhangi iki noktay¬birleştiren çevreler boyunca
integralleri, bu çevrelerin seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r.
Soru1. C : y = x2 e¼grisinin �1 � i noktas¬ndan 1 + i noktas¬na uzanan

parças¬olmak üzere Z
C

3z2dz

integralini hesaplay¬n¬z.
Çözüm. f(z) = 3z2 fonksiyonu tam fonksiyon olup C e¼grisini kapsayan

basit ba¼glant¬l¬bölgede analitik olaca¼g¬ndan verilen integralin hesab¬çevre seçi-

minden ba¼g¬ms¬zd¬r. Dolay¬s¬yla
Z
C

3z2dz integralini y = x do¼grusu üzerinden

hesaplayabiliriz.

1+iZ
�1�i

3z2dz =

(1;1)Z
(�1;�1)

3 (x+ iy)
2
(dx+ idy) =

1Z
�1

3(x2 � x2 + 2ixx)(dx+ idx)

=

1Z
�1

6x2i(1 + i)dx = 6i(1 + i)
x3

3
jx=1x=�1= 2i(1 + i)2 = 4i(1 + i):

Tan¬m1. (Antitürev)
f bir D bölgesinde sürekli fonksiyon olsun. E¼ger her z 2 D için F

0
(z) = f(z)

olacak biçimde D bölgesinde analitik bir F fonksiyonu varsa bu durumda F
fonksiyonuna f fonksiyonunun antitürevi denir.
Theorem2:2: f birD bölgesinde sürekli bir fonksiyon olsun. E¼ger f fonksiy-

onunun D de bir anti-türevi varsa bu durumda f fonksiyonunun D bölgesindeki
herhangi iki noktay¬birleştiren çevreler boyunca integralleri bu çevrelerin seçi-
minden ba¼g¬ms¬zd¬r.
Theorem2:3: f fonksiyonu bir D bölgesinde sürekli bir fonksiyon olsun.

E¼ger f fonksiyonunun D bölgesindeki e¼gri integralleri bu e¼grilerin seçiminden
ba¼g¬ms¬z ise bu durumda f fonksiyonunun D de bir F anti-türevi vard¬r.
Theorem2:4 (Genelleştirilmi̧s Cauchy-Goursat Teoremi)
C basit, kapal¬bir çevre ve C1; C2; C3;:::; Cn ler C çevresinin içinde bulunan

ve ortak noktalar¬olmayan basit kapal¬çevreler olsun. E¼ger f fonksiyonu C ve
C1; C2; C3;:::; Cn lerin üzerinde ve bunlar aras¬nda kalan bölgede analitik ise bu
durumda Z

C

f(z)dz =

Z
C1

f(z)dz + :::+

Z
Cn

f(z)dz
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sa¼glan¬r.

Soru2.

�+2iZ
0

cos
z

2
dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.f(z) = cos
z

2
fonksiyonu tam fonksiyon olup tüm kompleks dü-

zlemde analitiktir, dolay¬s¬yla z = 0 ve z = � + 2i noktalar¬n¬birleştiren her-
hangibir e¼griyi içeren bir D bölgesinde de analitik olur. Bu durumda D böl-
gesinde süreklidir. f(z) = F

0
(z) olacak şekilde F (z) = 2 sin

z

2
olup F fonksiyonu

da D bölgesinde analitiktir, verilen integral yoldan ba¼g¬ms¬zd¬r.

�+2iZ
0

cos
z

2
dz = 2 sin

z

2
jz=�+2iz=0 = 2 sin

� + 2i

2
= 2

�
sin

�

2
cos i+ sin i cos

�

2

�
= 2 cos i

olup coshiz = cos z oldu¼gundan

�+2iZ
0

cos
z

2
dz = 2 cos i = 2 cosh1 = e+ e�1

bulunur.

Soru3.

3Z
1

(z � 2)3dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. f(z) = (z�2)3 fonksiyonu polinom oldu¼gundan tam fonksiyondur.
Dolay¬s¬yla anti-türevi mevcuttur. z = 1 ile z = 3 ba¼glayan hangi yol al¬n¬rsa
al¬ns¬n verilen integralin sonucu ayn¬ olur. F

0
(z) = f(z) = (z � 2)3 olacak

şekilde analitik F fonksiyonu F (z) =
(z � 2)4
4

olup

3Z
1

(z � 2)3dz = (z � 2)4
4

jz=3z=1= 0

elde edilir.
Soru4. 
 e¼grisi z = 0 noktas¬ndan ve negatif reel eksenden geçmeyen i

noktas¬n¬ 1 + i noktas¬na birleştiren bir çevre olsun. Bu durumda
Z



Logzdz

integralini hesaplay¬n¬z.
Çözüm. Logz = ln jzj + iArgz fonksiyonu negatif yar¬ eksende analitik

de¼gildir. Dolay¬s¬yla 
 e¼grisini içeren pozitif yar¬eksen üzerindeki bir D böl-
gesinde Logz fonksiyonu analitiktir. Her z 2 D için F (z) = zLogz � z için
f(z) = F

0
(z) olur. ·Integralin çevreden ba¼g¬ms¬zl¬¼g¬kullan¬larakZ




Logzdz =

1+iZ
i

Logzdz = (zLogz � z) jz=1+iz=i =
�
ln
p
2 +

�

4
� 1
�
+i
�
ln
p
2 +

�

4

�
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bulunur.
Soru5. 
 e¼grisi, jzj = 1 çemberinin pozitif yönlü sa¼g yar¬s¬ olmak üzereZ




cos(Logz)

z
dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. f(z) =
cos(Logz)

z
fonksiyonu, s¬f¬r ve negatif reel eksen d¬̧s¬nda

kalan bölgede analitiktir. 
 e¼grisi, jzj = 1 çemberinin pozitif yönlü sa¼g yar¬s¬
oldu¼gundan �i noktas¬n¬i noktas¬na birleştirir. D bölgesi, 
 e¼grisini içine alan
negatif reel ekseni ve s¬f¬r noktas¬n¬ içermeyen bölge olarak al¬n¬rsa, F (z) =
sin(Logz) olmak üzere 8z 2 D için, F

0
(z) = f(z) olur. F fonksiyonu da D

bölgesinde analitiktir. Çevreden ba¼g¬ms¬zl¬k teoremi kullan¬larak

Z



cos(Logz)

z
dz =

iZ
�i

cos(Logz)

z
dz = sin(

i�

2
)� sin(�i�

2
) = 2i sinh

�

2

elde edilir.
Soru6. 
 e¼grisi pozitif yönlü jzj = � çemberinin üst yar¬s¬ olmak üzereZ




tan2 zdz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. 
 e¼grisi pozitif yönlü jzj = � çemberinin üst yar¬s¬oldu¼gundan �
noktas¬n¬-� noktas¬na ba¼glar. 
 e¼grisini içine alan, ancak k 2 Z olmak üzere
k�

2
noktalar¬n¬içermeyen bölgeye D diyelim. f (z) = 1 + tan2 z fonksiyonu D

bölgesinde analitiktir. Her z 2 D için F (z) = tan z için F
0
(z) = f(z) olup F

fonksiyonu da D bölgesinde analitiktir. D bölgesi içinde herhangi yol üzerinden
f fonksiyonunun integralinin de¼geri ayn¬d¬r, benzer şekilde g(z) = 1 fonksiyonu
da D bölgesinde analitiktir ve g fonksiyonunun anti türevi G(z) = z olup D için-
deki herhangi iki noktay¬birleştiren çevreler boyunca integralin hesab¬çevrenin
seçiminden ba¼g¬ms¬zd¬r, çevreden ba¼g¬ms¬zl¬k teoremi kullan¬larakZ



tan2 zdz =

Z



(�1 + 1 + tan2 z)dz = �
Z



dz +

Z



(1 + tan2 z)dz

= �
�Z

��

dz +

�Z
��

(1 + tan2 z)dz = �(�� � �) + tan(��)� tan� = 2�

bulunur.
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Al¬̧st¬rmalar

1.
p
z =

p
r

�
cos

�

2
+ i sin

�

2

�
; 0 < � < 2�; r > 0 fonksiyonu veriliyor. �,

�i noktas¬ndan i noktas¬na giden ve tamam¬yla imajiner eksenin solunda kalan
çevre olsun. Bu durumda Z

�

p
zdz

integralini hesaplay¬n¬z.

2. C =

�
z : z = ei�;

��
2
� � � �

2

�
= fz : z 2 C; jzj = 1; Re z � 0g ol-

mak üzere
Z
C

1

z
dz integralini hesaplay¬n¬z.

3. C çevresi köşeleri 0; 1; 1+ i ve i olan birim kare ve f(z) = cos(3+
1

z � 3)
olmak üzere Z

C

f(z)dz

integralini hesaplay¬n¬z.
4. 
 e¼grisi (0; 0) noktas¬n¬(1; 0) noktas¬na birleştiren e¼gri olsun. f(z) = jzj2

olmak üzere f fonksiyonunun analitik oldu¼gu bölgeyi belirleyiniz.
Z



f(z)dz

integralinin hesab¬için çevreden ba¼g¬ms¬zl¬k teoremi kullan¬l¬r m¬? Neden?
5. 
(t) = t+ it; �� � t � � ve � > 0 sabit olmak üzereZ




2z

z2 + 1
dz

integralini hesaplay¬n¬z.
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