
3 CAUCHY ·INTEGRAL TEOREM·I

Teorem3:1:(Cauchy ·Integral Formülü)
f fonksiyonu, pozitif yönde yönlendirilmi̧s basit kapal¬C çevresinin üzerinde

ve içinde analitik olsun. E¼ger z0; C içinde bulunan herhangibir nokta iseZ
C

f (z)

z � z0
dz = 2�if (z0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
Sonuç1. Bu teorem gösteriyor ki, bir analitik fonksiyonun analitik oldu¼gu

herhangi bir noktadaki de¼geri bu noktay¬çevreleyen bir kapal¬çevre üzerindeki
de¼geri yard¬m¬ile hesaplanabilir.

Soru1. C : jzj = 4 olmak üzere
Z
C

e3z

z � �idz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C çevresi basit kapal¬bir çevre ve g(z) =
e3z

z � �i fonksiyonu z =
�i noktas¬d¬̧s¬nda kompleks düzlemin tamam¬nda analitiktir. z = �i noktas¬
C çevresinin içinde olup f(z) = e3z fonksiyonu C çevresi içinde ve üzerinde
analitiktir. Cauchy integral formülündenZ

C

e3z

z � �idz = 2�if (�i) = 2�ie
3�i

bulunur.

Soru2. C : jzj = 2 olmak üzere
Z
C

1

(z � 1) (z2 + 9)dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C çevresi basit kapal¬bir çevre ve g(z) =
1

(z � 1) (z2 + 9) fonksiy-
onu 1 ve �3i noktalar¬nda analitik de¼gildir. Ancak bu noktalardan sadece z = 1
noktas¬C çevresi içindedir, dolay¬s¬yla f(z) =

1

(z2 + 9)
fonksiyonu C çevresi

içinde ve üzerinde analitiktir. Cauchy integral formülü gere¼ginceZ
C

1

(z � 1) (z2 + 9)dz = 2�if (1) =
�i

5

yaz¬l¬r.

Soru3.
Z

jzj=1

sin6 z�
z � �

6

�dz integralinin de¼gerini hesaplay¬n¬z.
Çözüm. z0 =

�

6
noktas¬jzj = 1 çemberinin içindedir, jzj = 1 çemberi basit

kapal¬bir çevre olup f(z) = sin6 z fonksiyonu bu çemberin içinde ve üzerinde
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analitiktir. Cauchy integral formülündenZ
jzj=1

sin6 z�
z � �

6

�dz = 2�if(z0) = 2�i�sin �
6

�6
elde edilir.

Soru4. I =
Z

C:jzj=3

sin(�z2) + cos(�z2)

(z � 1) (z � 2) dz integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. C çevresi basit kapal¬çevre, z = 1 ve z = 2 noktalar¬n¬n her ikiside

C çevresinin içinde ve g(z) =
sin(�z2) + cos(�z2)

(z � 1) (z � 2) fonksiyonu bu noktalarda

analitik de¼gildir. Ancak bu formda Cauchy integral formülünü kullanamay¬z.

1

(z � 1) (z � 2) =
A

(z � 1) +
B

(z � 2)

olmak üzere A = �1; B = 1 bulunur. Buradan

I = �
Z

jzj=3

sin(�z2) + cos(�z2)

(z � 1) dz +

Z
jzj=3

sin(�z2) + cos(�z2)

(z � 2)

yaz¬laca¼g¬ndan bu integrallere ayr¬ayr¬Cauchy integral formülü uygulanabilir.
Çünkü f(z) = sin(�z2)+cos(�z2) fonksiyonu C çevresi içinde ve üzerinde anal-
itiktir. Dolay¬s¬yla

I = �2�if(1) + 2�if(2) = �2�i(�1) + 2�i = 4�i

yaz¬l¬r.
Al¬̧st¬rmalar
1. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z

jz�ij=2

1

z2 + 4
dz

b.
Z

jzj=2

3z + 1

z2 + 1
dz

2. C e¼grisi x = �2 ve y = �2 do¼grular¬n¬n oluşturdu¼gu karenin s¬n¬r¬olmak
üzere aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z
C

e�z

z � i�
2

dz

b.
Z
C

cos z

z (z2 + 8)
dz
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3. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.
Z

jzj=1

e�z cos z

z
dz

b.

4. C e¼grisi jzj = 3 çemberi olsun. g (z0) =

Z
C

2z2 � z � 2
z � z0

dz ve jz0j 6= 3

olmak üzere
a. g(2) de¼gerini hesaplay¬n¬z.
b. jz0j > 3 için g (z0) de¼gerini hesaplay¬n¬z.

5. C : jzj = 1 pozitif yönde yönlendirilmi̧s çevre olsun.
Z
C

ax3 + bxy

z
dz in-

tegralinin çözülebilmesi için Cauchy integral formülünün kullan¬ld¬¼g¬bilindi¼gine
göre verilen integralin sonucunu bulunuz. Burada a; b birer reel say¬d¬r.

Soru6.  e¼grisi jzj = �

4
çemberi olmak üzere

Z


(ez + 3z � 1) tan zdz inte-

gralini hesaplay¬n¬z.
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