5 MAKSIMUM MODUL VE MINIiMUM iLKELERI

Teoremb.1 (Gauss Ortalama Deger Teoremi)
Eger bir f fonksiyonu C': |z — z9| = p gemberinin iizerinde ve iginde analitik
bir fonksiyon ise bu durumda
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saglanir. Yani f fonksiyonunun C' ¢emberinin iginde ve iizerinde analitik ol-
mas1 durumunda f fonksiyonunun cemberin iizerindeki degerlerinin aritmetik
ortalamasi1 gemberin merkezindeki degerine egittir.

Teorem5.2 Eger f, bir D bolgesinde sabit olmayan bir analitik fonksiyon
ise | f(z)| maksimum degerini bélgenin i¢inde alamaz.

Teorem5.3.f fonksiyonu smrli bir D bolgesinin i¢inde analitik, simirinda
stirekli olsun. Bu durumda D U 8D bolgesinde |f(2)| = /u2(z,y) + v2(z,y)
en biiytik degerini alir.

Teorem5.4. (Maksimum Modiil Tlkesi)

Eger kapali sinirh bir R bolgesinde stirekli bir f fonksiyonu R i¢inde analitik
ve sabit olmayan bir fonksiyon ise | f| maksimum degerini R bolgesinin sinirinda
alir.

Teorem5.5. (Minimum Ilkesi)

Eger f fonksiyonu bir D bélgesinde sabit olmayan bir analitik fonksiyon ve
D bolgesindeki her z igin f (2) # 0 ise | f| minimum degerini D bélgesinin i¢inde
alamaz, sinirinda alir.

Teoremb5.6. wu(z,y) swrh bir D bolgesinde harmonik ve D bolgesinin
simirinda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda u(z,y) maksimum ve mini-
mum degerini D bolgesinin sinirinda alir, i¢cinde asla alamaz.

Teorem5.7. (Cauchy Esitsizligi)

Eger f fonksiyonu bir C': |z — 29| = R ¢emberinin i¢inde ve iizerinde analitik
ise bu durumda, n = 0,1, 2, ... olmak iizere
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saglanir. Burada M, |f(z)| fonksiyonunun C iizerindeki maksimum degeridir.
Teorem5.8. (LiouvilleTeoremi)
Simirli bir tam fonksiyon sabittir.
Sonugl. Sabit olmayan bir tam fonsiyon smirhi olamaz. Ornegin, e?, 2.
Teoremb5.9. (Cebirin Esas Teoremi)
Sabit olmayan bir P(z) = ag+ a1z + ... + anz", (an # 0) polinomunun en az
bir sifir1 vardir.

Sorul. g(z) = fonksiyonunun |z| < 1 dairesi tizerindeki maksimum

ve minimum degerini bulunuz.
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1
Coziim. f(z) =
. —
ve {izerinde analitiktir ve |z| < 1 bolgesinde siireklidir. Dolayisiyla maksimum
modiil ilkesi geregince |f| = ¢g fonksiyonu maksimum degerini |z| < 1 bolgesinin
sinirinda alir. Buradan

5 sabit olmayan fonksiyonu |z| = 1 gemberinin iginde

max
lz[<1
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=max——— =1
z2—2| |z=1|z — 2|

olur. Bunlara ek olarak |z| < 1 bolgesindeki her z i¢in f (z) # 0 olup minimum
ilkesi geregince g fonksiyonu minimum degerini de |z| < 1 bolgesinin sinirinda
alir,

. 1 . 1 1
min = min ==
l21<1 |z — 2 lzl=1|z —2] 3
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bulunur. Sonug olarak Vz € |z] < 1 igin 3 < ot < 1 bulunur.
-
Soru2. |z| < 1 dairesi iizerinde g(z) = |z| fonksiyonunun minumum ve

maksimum degerlerini bulunuz, sonucun minimum ilkesi ile gelisip celismedigini
belirtiniz.

Coéziim. f(z) = z sabit olmayan fonksiyonu |z| = 1 gemberinin iginde ve
tizerinde analitiktir ve |z] < 1 bolgesinde siireklidir. Dolayisiyla maksimum
modiil ilkesi geregince |f| = g fonksiyonu maksimum degerini |z| < 1 bolgesinin
sinirinda alir. Buradan

max |z| = max |z| = 1
lz]<1 |z|=1
bulunur. |rr|11<n1 |z| = 0 olup |f| fonksiyonu minumun degerini bélgenin simirida
z

almaz ancak bu sonu¢ minimum ilkesi ile ¢eligmez, ¢iinkii |z| < 1 bolgesindeki
her z igin f (z) # 0 degildir.

Soru3. (0,0), (1,0) ve (1,¢) noktalarin birlegtiren {iggensel bélge D olsun.
D iizerinde |z2 + 2z + 1| fonksiyonunun maksimum ve minumum degerlerini
bulunuz.

Coziim. f(z) = 22+2z+1 fonksiyonu D bolgesinin iginde ve iizerinde anal-
itiktir, siireklidir ve sabit olmayan fonksiyondur. Bu durumda |f| fonksiyonu
maksimum degerini D bélgesinin simirinda alir. Ayrica Vz € D igin f(z) # 0
oldugundan |f| fonksiyonu minimumm degerini de D bélgesinin simirinda alir.
D bolgesinin (0,0) noktasim (1,0) noktasina baglayan simrina Cq, (1,0) nok-
tasmi (1,7) noktasina baglayan simirma Cs ve (1,¢) noktasmu (0,0) noktasina
baglayan sinirina da C5 diyelim. z = x + ¢y olmak tizere

max|22+22+1| = max|z+1]° = max (z+1)> =4
G C1 0<e<1
min‘22+22+1| = min|z+1°= min (z4+1)> =1,
Ch Ch 0<z<1
max |2® + 2z + 1| = max |z + 1> = maks |1 + iy + 1]> = max (4+1y)> =5
Ca Cs 0<y<1 0<y<1
min’22+2z+1} = min\z—|—1|2: min |1—|—iy—|—1|2: min (4 +y)? =4,
Ca Cs 0<y<1 0<y<1

17



ve

0<z

max|22+22+1} = max|z+ 1) = max|z + iy + 1)° = max |z + iz + 1|
Cs C3 C3 <1
= max [(z+1)°+2°] =5
0<a<1

1

min|z2+2z+ 1} min_ [(z +1)* + 27|
Cs 0<z<1
olupVz € D igin 1 < |22 + 2z 4+ 1| < 5 bulunur.

Sorud. u(z,y) = sinzcoshy fonksiyonunun [0, 1]z [0, 1] bslgesindeki max
degerini bulunuz.

Cozilim. sinz ve cos ha fonksiyonlar: sirasiyla reel degerli trigonometrik ve
hiperbolik fonksiyonlar olduklarindan maksimum modiil ilkesini kullanabilmek
i¢in analitik fonksiyonun reel kismi oldugunu géstermemiz gerekir. u, = cosz coshy,

y = Uz
Riemann denklemlerinin saglanacak sekilde v(z,y) fonksiyonunun bulunmasi

gerekir.

. . . . Uy =V
Uy = sinx sin hy, Uz, = —sinx coshy, uy, = sinx cos hy olup " Y Cauchy

vy = cosx coshy = u,

oldugundan
v(x,y) = cosxsinh y + ¢(x)

olur. Buradan z degiskenine gore tiirev alinirsa
v, = —sinzsinhy + ¢/ () = —uy
olacagindan ¢ bir sabit olmak iizere ¢(x) = ¢ bulunur. Dolaysiyla
v(x,y) = coszsinhy + ¢

olup
f(z) =u+iv=sinzcoshy +i(cosxsinhy + ¢) = sinz + ic

elde edilir, yani u fonksiyonu analitik bir fonksiyonun parcgasidir. f fonksiyonu
sabit fonksiyon da degildir maksimum modiil ilkesi geregince max degerini bél-
genin sirinda alir. |f(z)| = vu? + v? max olmas i¢in u ve v fonksiyonlarinin
maksimum olmasi gerekir. v fonksiyonunu olugturan sinz ve cos x fonksiyonlari
verilen bolgede artan oldugundan u fonksiyonu max degerini (1, 1) noktasinda
alir. maxu(z,y) = u(1,1) = sin 1 cosh 1 olarak bulunur.

II. yol olarak Teorem5.6 da kullamlabilir, verilen [0, 1]z [0, 1] bolgesi sinirh
olup bu bolgede u fonksiyonu harmoniktir ve bélgenin sinirinda siirekli oldugun-
dan max degerini bolgenin sinirinda alir.

max u(z,y) = u(l,1) =sinlcosh1

olarak bulunur.
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Aligtirmalar

1. f(z) = e fonksiyonunun birim ¢ember iizerindeki maksimum degerini
bulunuz.

2. u = Re(z?) fonksiyonunun [0, 1] z [0, 1] izerindeki max degerini bulunuz.

3. u(z,y) = e¥ cosx fonksiyonunun {(z,y) : 0 <z <27, 0 <y < 7} yoresin-
deki maksimum ve minimum degerlerini bulunuz.

4. lmlgx |z2 + 5z — 1’ =1/29 oldugunu gosteriniz.
z|<1

5. D bolgesi koseleri z = 0, z = 2, z = 4 noktalar1 olan tiggensel bolge olmak
tizere, f(2)= (z + 1)? fonksiyonunun D bolgesindeki max ve min degerlerini
bulunuz.

6. f tam fonksiyonu i¢in Re f(z) > 1 ise f fonksiyonunun sabit oldugunu
gosteriniz.

7. f tam fonksiyonu i¢in Imz < 0 ise f fonksiyonunun sabit oldugunu
gosteriniz.
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