
5 MAKS·IMUMMODÜLVEM·IN·IMUM ·ILKELER·I

Teorem5:1 (Gauss Ortalama De¼ger Teoremi)
E¼ger bir f fonksiyonu C : jz � z0j = � çemberinin üzerinde ve içinde analitik

bir fonksiyon ise bu durumda

f(z0) =
1

2�

2�Z
0

f
�
z0 + �e

i�
�
d�

sa¼glan¬r. Yani f fonksiyonunun C çemberinin içinde ve üzerinde analitik ol-
mas¬durumunda f fonksiyonunun çemberin üzerindeki de¼gerlerinin aritmetik
ortalamas¬çemberin merkezindeki de¼gerine eşittir.
Teorem5:2 E¼ger f; bir D bölgesinde sabit olmayan bir analitik fonksiyon

ise jf(z)j maksimum de¼gerini bölgenin içinde alamaz.
Teorem5:3:f fonksiyonu s¬n¬rl¬ bir D bölgesinin içinde analitik, s¬n¬r¬nda

sürekli olsun. Bu durumda D [ @D bölgesinde jf(z)j =
p
u2(x; y) + v2(x; y)

en büyük de¼gerini al¬r.
Teorem5:4: (Maksimum Modül ·Ilkesi)
E¼ger kapal¬s¬n¬rl¬bir R bölgesinde sürekli bir f fonksiyonu R içinde analitik

ve sabit olmayan bir fonksiyon ise jf j maksimum de¼gerini R bölgesinin s¬n¬r¬nda
al¬r.
Teorem5:5: (Minimum ·Ilkesi)
E¼ger f fonksiyonu bir D bölgesinde sabit olmayan bir analitik fonksiyon ve

D bölgesindeki her z için f (z) 6= 0 ise jf j minimum de¼gerini D bölgesinin içinde
alamaz, s¬n¬r¬nda al¬r.
Teorem5.6. u(x; y) s¬n¬rl¬ bir D bölgesinde harmonik ve D bölgesinin

s¬n¬r¬nda sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda u(x; y) maksimum ve mini-
mum de¼gerini D bölgesinin s¬n¬r¬nda al¬r, içinde asla alamaz.
Teorem5.7. (Cauchy Eşitsizli¼gi)
E¼ger f fonksiyonu bir C : jz � z0j = R çemberinin içinde ve üzerinde analitik

ise bu durumda, n = 0; 1; 2; ::: olmak üzere���f (n)(z0)��� � n!M

Rn

sa¼glan¬r. Burada M , jf(z)j fonksiyonunun C üzerindeki maksimum de¼geridir.
Teorem5.8. (LiouvilleTeoremi)
S¬n¬rl¬bir tam fonksiyon sabittir.
Sonuç1. Sabit olmayan bir tam fonsiyon s¬n¬rl¬olamaz. Örne¼gin, ez; z2:
Teorem5.9. (Cebirin Esas Teoremi)
Sabit olmayan bir P (z) = a0+ a1z+ :::+ anz

n; (an 6= 0) polinomunun en az
bir s¬f¬r¬vard¬r.

Soru1. g(z) =
���� 1

z � 2

���� fonksiyonunun jzj � 1 dairesi üzerindeki maksimum
ve minimum de¼gerini bulunuz.
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Çözüm. f(z) =
1

z � 2 sabit olmayan fonksiyonu jzj = 1 çemberinin içinde
ve üzerinde analitiktir ve jzj � 1 bölgesinde süreklidir. Dolay¬s¬yla maksimum
modül ilkesi gere¼gince jf j = g fonksiyonu maksimum de¼gerini jzj � 1 bölgesinin
s¬n¬r¬nda al¬r. Buradan

max
jzj�1

���� 1

z � 2

���� = maxjzj=1

1

jz � 2j = 1

olur. Bunlara ek olarak jzj � 1 bölgesindeki her z için f (z) 6= 0 olup minimum
ilkesi gere¼gince g fonksiyonu minimum de¼gerini de jzj � 1 bölgesinin s¬n¬r¬nda
al¬r,

min
jzj�1

���� 1

z � 2

���� = min
jzj=1

1

jz � 2j =
1

3

bulunur. Sonuç olarak 8z 2 jzj � 1 için 1
3
�
���� 1

z � 2

���� � 1 bulunur.
Soru2. jzj � 1 dairesi üzerinde g(z) = jzj fonksiyonunun minumum ve

maksimum de¼gerlerini bulunuz, sonucun minimum ilkesi ile çeli̧sip çeli̧smedi¼gini
belirtiniz.
Çözüm. f(z) = z sabit olmayan fonksiyonu jzj = 1 çemberinin içinde ve

üzerinde analitiktir ve jzj � 1 bölgesinde süreklidir. Dolay¬s¬yla maksimum
modül ilkesi gere¼gince jf j = g fonksiyonu maksimum de¼gerini jzj � 1 bölgesinin
s¬n¬r¬nda al¬r. Buradan

max
jzj�1

jzj = max
jzj=1

jzj = 1

bulunur. min
jzj�1

jzj = 0 olup jf j fonksiyonu minumun de¼gerini bölgenin s¬n¬r¬nda

almaz ancak bu sonuç minimum ilkesi ile çeli̧smez, çünkü jzj � 1 bölgesindeki
her z için f (z) 6= 0 de¼gildir.
Soru3. (0; 0) ; (1; 0) ve (1; i) noktalar¬n¬birleştiren üçgensel bölge D olsun.

D üzerinde
��z2 + 2z + 1�� fonksiyonunun maksimum ve minumum de¼gerlerini

bulunuz.
Çözüm. f(z) = z2+2z+1 fonksiyonu D bölgesinin içinde ve üzerinde anal-

itiktir, süreklidir ve sabit olmayan fonksiyondur. Bu durumda jf j fonksiyonu
maksimum de¼gerini D bölgesinin s¬n¬r¬nda al¬r. Ayr¬ca 8z 2 D için f (z) 6= 0
oldu¼gundan jf j fonksiyonu minimumm de¼gerini de D bölgesinin s¬n¬r¬nda al¬r.
D bölgesinin (0; 0) noktas¬n¬ (1; 0) noktas¬na ba¼glayan s¬n¬r¬na C1; (1; 0) nok-
tas¬n¬ (1; i) noktas¬na ba¼glayan s¬n¬r¬na C2 ve (1; i) noktas¬n¬ (0; 0) noktas¬na
ba¼glayan s¬n¬r¬na da C3 diyelim. z = x+ iy olmak üzere

max
C1

��z2 + 2z + 1�� = max
C1

jz + 1j2 = max
0�x�1

(x+ 1)2 = 4

min
C1

��z2 + 2z + 1�� = min
C1
jz + 1j2 = min

0�x�1
(x+ 1)2 = 1;

max
C2

��z2 + 2z + 1�� = max
C2

jz + 1j2 = maks
0�y�1

j1 + iy + 1j2 = max
0�y�1

(4 + y)2 = 5

min
C2

��z2 + 2z + 1�� = min
C2
jz + 1j2 = min

0�y�1
j1 + iy + 1j2 = min

0�y�1
(4 + y)2 = 4;
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ve

max
C3

��z2 + 2z + 1�� = max
C3

jz + 1j2 = max
C3

jx+ iy + 1j2 = max
0�x�1

jx+ ix+ 1j2

= max
0�x�1

�
(x+ 1)2 + x2

�
= 5

min
C3

��z2 + 2z + 1�� = min
0�x�1

�
(x+ 1)2 + x2

�
= 1

olup 8z 2 D için 1 �
��z2 + 2z + 1�� � 5 bulunur.

Soru4. u(x; y) = sinx cosh y fonksiyonunun [0; 1]x [0; 1] bölgesindeki max
de¼gerini bulunuz.
Çözüm. sinx ve coshx fonksiyonlar¬s¬ras¬yla reel de¼gerli trigonometrik ve

hiperbolik fonksiyonlar olduklar¬ndan maksimum modül ilkesini kullanabilmek
için analitik fonksiyonun reel k¬sm¬oldu¼gunu göstermemiz gerekir. ux = cosx cosh y;

uy = sinx sinhy; uxx = � sinx cosh y; uyy = sinx coshy olup
�
ux = vy
uy = �vx

Cauchy

Riemann denklemlerinin sa¼glanacak şekilde v(x; y) fonksiyonunun bulunmas¬
gerekir.

vy = cosx cosh y = ux

oldu¼gundan
v(x; y) = cosx sinh y + �(x)

olur. Buradan x de¼gi̧skenine göre türev al¬n¬rsa

vx = � sinx sinh y + �
0
(x) = �uy

olaca¼g¬ndan c bir sabit olmak üzere �(x) = c bulunur. Dolay¬s¬yla

v(x; y) = cosx sinh y + c

olup
f(z) = u+ iv = sinx cosh y + i(cosx sinh y + c) = sin z + ic

elde edilir, yani u fonksiyonu analitik bir fonksiyonun parças¬d¬r. f fonksiyonu
sabit fonksiyon da de¼gildir maksimum modül ilkesi gere¼gince max de¼gerini böl-
genin s¬n¬r¬nda al¬r. jf(z)j =

p
u2 + v2 max olmas¬için u ve v fonksiyonlar¬n¬n

maksimum olmas¬gerekir. u fonksiyonunu oluşturan sinx ve cosx fonksiyonlar¬
verilen bölgede artan oldu¼gundan u fonksiyonu max de¼gerini (1; 1) noktas¬nda
al¬r. maxu(x; y) = u(1; 1) = sin 1 cosh 1 olarak bulunur.
II. yol olarak Teorem5.6 da kullan¬labilir, verilen [0; 1]x [0; 1] bölgesi s¬n¬rl¬

olup bu bölgede u fonksiyonu harmoniktir ve bölgenin s¬n¬r¬nda sürekli oldu¼gun-
dan max de¼gerini bölgenin s¬n¬r¬nda al¬r.

maxu(x; y) = u(1; 1) = sin 1 cosh 1

olarak bulunur.

18



Al¬̧st¬rmalar
1. f(z) = ez

2

fonksiyonunun birim çember üzerindeki maksimum de¼gerini
bulunuz.
2. u = Re(z3) fonksiyonunun [0; 1]x [0; 1] üzerindeki max de¼gerini bulunuz.
3. u(x; y) = ey cosx fonksiyonunun f(x; y) : 0 � x � 2�; 0 � y � �g yöresin-

deki maksimum ve minimum de¼gerlerini bulunuz.
4. max

jzj�1

��z2 + 5z � 1�� = p29 oldu¼gunu gösteriniz.

5. D bölgesi köşeleri z = 0; z = 2; z = i noktalar¬olan üçgensel bölge olmak
üzere, f(z)= (z + 1)2 fonksiyonunun D bölgesindeki max ve min de¼gerlerini
bulunuz.
6. f tam fonksiyonu için Re f(z) > 1 ise f fonksiyonunun sabit oldu¼gunu

gösteriniz.
7. f tam fonksiyonu için Im z � 0 ise f fonksiyonunun sabit oldu¼gunu

gösteriniz.
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