6 KOMPLEKS TERIMLI DiZiLER, SERILER
FONKSIYON DIiZiLERI VE SERILERI

Taniml. N dogal sayilar kiimesinden C kiimesi iizerine tanimlanmig bir f
fonksiyonuna kompleks sayilar dizisi denir ve genellikle z,, ile gosterilir.

Tamim?2. a) (z,) kompleks diizlemde bir dizi ve zy € C olsun. Verilen
herhangibir € > 0igin n > ng dzelligindeki biitiin n dogal sayilari igin |z, — 2¢| <
¢ olacak gekilde bir ng dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) dizisinin limiti zo dir
denir.

lim z, = 2o
n—oo

veya
Zn — 20

ile gosterilir.

b) Belli bir zg limitine sahip olan bir (z,) dizisine yakinsak dizi denir.

c) Yakinsak olmayan bir diziye iraksak dizi denir.

Teorem6.1. z, = x, + iy,, 20 = To + iyg olmak iizere

lim z, =z <= lim z, =x¢ ve lim y, = yo
n—oo n—oo n—oo
olmasidir.

Tanim3. (Cauchy Dizisi)

Keyfi bir (z,) dizisi verilsin. Eger her ¢ > 0 igin bir N, pozitif tam sayisi
varsa oyle ki n,m > N, iken |z, — z,,| < € saglaniyorsa (z,) dizisine Cauchy
dizisi denir.

Teorem6.2. Kompleks sayilarin bir (z,) dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul (z,,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmasidir.

Teorem6.3. z, = x, + iy, olmak iizere (z,) dizisinin Cauchy dizisi olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul (x,) ve (y,) dizilerinin Cauchy dizisi olmasidir.

Sorul. =z, = dizisinin yakinsadigi elemani bulup, bu yakinsakligi

—mn
tanim yardimiyla gosteriniz.
Cozilim.
n n (24 in) 2n _ n? o
lim — = = lm-——=+dilim ——=0+7=1
n—oo2 — in 4+ n? n—oo4 + n? n—oo4 + n2
n
bulunur. Simdi z, = 5 dizisinin limitinin z = ¢ oldugunu gosterelim.
—in
n
Bunun igin, her ¢ > 0 igin 5 —in —1i| < ¢ olacak sekilde n > ny sartim
—mn
saglayan bir ng € N sayisinin oldugunu gostermemiz gerekir. Buradan
2 2 <
€
2—in |2 —|in]] |2 —n]
olup



olur. )
1o
olmak {izere istenilen elde edilir.

i
Soru2. z, = (—1)" + ] dizisinin limitini inceleyiniz.
n

Goziim. z, = (-1)" ve y, = olmak iizere

n+1

lim x, = lim = (-1)"

n—oo n— 00

mevcut olmadigindan (z,,) dizisinin limiti mevcut degildir.
oo

Tanim4. Her n € N i¢in z, € C olsun. ZZ” ifadesine kompleks terimli

n=1
k oo
seri denir. S, = E zp olmak iizere S toplamina da E 2y, serisinin kismi
n=1 n=1

o0

toplamlar dizisi denir. Eger (Sy) dizisi yakinsak ise Z zn, serisi de yakinsaktir
n=1

ve toplami (Sk) dizisinin limitine egittir. Yakinsak olmayan serilere iraksak seri

denir.
oo

Teorem6.4. Kompleks terimli Z zp, serisi yakinsak ise lim z,, = 0 saglanir.
n—oo

n=1
[eS)

Teorem6.5. z, = x,+1y, olmak iizere E zp, serisinin yakinsak olmasi igin

n=1

o]
gerek ve yeter kosul reel terimli Z Ty Ve Z Yn serilerinin yakinsak olmasidir.

n=1 n=1
o0
Teorem6.6. g |2, | serisi yakinsak ise g 2y, serisi de yakinsaktir.

n=1 n=1

oo . n
1 -1
Soru3. E Lz) serisin yakinsak olup olmadigini aragtiriniz.

n
n=1

Coziim. Z Lﬂ serisinin kismi toplamlar dizisi Sy olsun. Bu du-

n 1
k k n k
14+i(-1)" 1 1
da S, = — . — dizisi har-
rumda Sy Z Zn Zn2 izisi har
n=1 n=1 n=1 n=1
S - (L
monik dizi olup yakinsaktir, dolayisiyla Z — serisi yakinsaktir. Z 3
. SIS
dizisi ise Z serisinin kismi toplamlar dizisi olup Z serisi Leib-
n?2

=1
nitz krlterl gereglnce yakinsaktir. Bu durumda verilen seri yakmsaktlr
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2 (34 4i)"
Soru4. Z ———*— serisin yakinsak oldugunu goésteriniz.
n=1

5mn?
Coziim.Her n dogal sayist igin,
(B3+49)"| |(3+44)"| 5"
5nn?2 57n2  ~ 5np2 p2
yazilir. Buradan
[e’s) AT e’}
> | <X
5mn2 n2
n=1 n=1
o0
olup Z — serisi harmonik seri olup yakinsaktir. Kargilagtirma testi geregince
n
n=1
(3 4+ 44)" . "
Z ————| serisi yakinsaktir. Teorem 6.6 geregince mutlak yakinsak her
5mn?2
n=1

kompleks seri yakinsak oldugundan verilen seri yakinsaktir.

Tanim5. (Kuvvet Serileri)

Z an (2 — 20)" = ap+a1(2—20)+az(z—20)?+... bigiminde verilen seriye zo

n=0
etrafinda bir kuvvet serisi denir. Burada zy, ag, a1, ...birer kompleks sabitlerdir.

o0
Bir R>0 i¢in Z an (2 — 20)" kuvvet serisi

n=0
Dpg(20) ={z: |z — 20| < R}

diskinde yakmsaktir. Cg(z9) = {z: |z — 20| = R} ¢emberinin itizerindeki baz
noktalarda veya gember iizerindeki tiim noktalarda seri yakinsak degildir. Bu
gembere serinin yakinsaklik gemberi denir. Yakinsaklik cemberininin diginda seri
wraksaktir. R yakinsaklik yarigapr Cauchy kok testi, Cauchy-Hadamard testi ve
bolim testi kullamlaraléobulunabilir.

Teorem 6.7. Bir E an (z — 20)" kuvvet serisi verilsin.

n=0
Oran testi: lim limiti var ise, bu limit serinin yakinsaklik yaricapi
n—0o0 | Ap 41

olan R ye esittir.
.. s . 1. .
Kok testi: nh_)rgo Ylan| = pise, R = - ile verilir.

Sorub.
—(n+2\" n o
Z 3 1 (z —4)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapimi bulunuz.
n=0 n

2 n
Cozim. a, = nt olup Cauchy kok testi kullanilirsa

3n+1
1
. - .oon+2 1
lim |a,|n = lim ==
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elde edilir. Buradan R = = 3 bulunur. Bu durumda verilen kuvvet serisi

Wl =

|z — 4] < 3 bolgesinde yakinsaktir.

x _n
z
Soru6. g = serisinin yakinsaklik yaricapini bulunuz.
n!
n=0
!
= limwz limn+1=o0
n—oo n! n—oo

1
Coézim. a, = — olup R = lim
n!

n—oo

Ap41
oldugundan seri her yerde yakinsaktir.
(o)

Teorem6.8. E an (z — 29)" ile bu serinin terim terim tiirevi almarak bu-

n=0
0o

lunan Z nay (z — zo)nfl serisinin yakinsaklik yaricaplar: aynidir.

Tarrlnronﬁ. AcC C olmak iizere f, : A — C fonksiyonlarini gozoniine alalim.
(fn) dizisine fonksiyon dizisi denir.

Tanim?7. (Noktasal Yakinsaklik)

fn+ A C C — C fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakinsak olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul Ve > 0 i¢in 3 ng(e, z) € N pozitif tamsayisi vardir 8yleki
Yn > ng icin | frn(2) — f(2)] < € saglanmasidir.

Tamm8. (Diizgiin Yakinsaklik)

fn+ A C C — C fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul Ve > 0 igin 3 ng(g) € N pozitif tamsayis1 vardir oyleki
Vz € A igin n > ng iken |f,(2) — f(2)| < & saglanmasidir.

o0
Tanim9. f, : A C C — C fonksiyon dizisi verilsin. Z fn(2) ifadesine
- n=1
fonksiyon serisi denir. Z fn(z) fonksiyon serisinin yakinsak olmasi igin gerek

n=1

k
ve yeter kogul bu serinin S, = Z fn(z) kismi toplamlar dizisinin yakinsak

n=1
olmasidir. Bu durumda serinin toplami kismi toplamlar dizisinin limitidir.

Z fn(z) =s(z) & Vz € Aicin klim Sk = s(2).
el —00

o0
Ayrica Z fn(z) serisinin A iizerinde s(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsak ol-
n=1
mas1 igin gerek ve yeter kogul (Sg) dizisinin s fonksiyonuna diizgiin yakinsak
olmasidir.
Teorem6.9. (Weierstrass Kriteri)

oo
g fn(z) serisi bir A kiimesi {izerinde taniml fonksiyonlarin bir serisi olsun.
n=1
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Eger Vn € N ve Vz € A igin |f,(2)| < M, ve ZM” serisi yakinsak ise bu

n=1

o0
durumda Z fn(z) serisi A kiimesi {izerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

n=1

Teorem6.10. Z an (z — 20)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi R ve
n=0
0 < R < oo olsun. Bu durumda seri Dg (29) = {2 : |z — 20| < R} diski tarafin-
dan kapsanan herbir kapali alt diskte diizgiin yakinsaktur.

x _n
SoruT. E — serisi {2z : |2| < 1} kiimesi {izerinde diizgiin yakinsak midir?
n
n=1

- . LR S U E
Coziim. Vz € {z:|z] <1} igin 2 < g ve E 3 serisi yakinsak
n=1
oo Zn
oldugundan Weierstrass Kriteri geregince E — serisi {z : 2] < 1} kiimesi {iz-
n
n=1

erinde diizgiin yakinsaktir.

o0
cos (nz . . I
Sorus8. E # serisinin reel eksen iizerinde ve reel eksen diginda diizgiin
n

n=1

ve mutlak yakinsak olup olmadigini aragtiriiz.

cos (nz 1
Coziim. Her z € R igin |cos (nz)| < 1 oldugundan # < — olup
n n
o0 e}
cos (nz) |cos (nz)] 1
f < —_—
e D D AN Db
n=1 n=1 n=1
1
yazilir. Z — harmonik serisi yakinsak oldugundan Weierstrass Kriteri geregince
n
>\ cos EZzl)
Z ——— serisi R tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Ttm kompleks
n
n=1

diizlemde analitik olan siirli bir fonksiyon Liouville teoremi geregince sabit-

tir. Cosnz sabit olmadigindan Z |(3087(;”LZ)| < %2 olacak sekilde bi M sayisi
= n n
bulmak miimkiin degildir. Dolayisiyla reel eksen diginda verilen seri mutlak ve
diizgiin yakinsak degildir.
Theorem 6.11. A kompleks diizlemde bir bolge ve (f,) ise A iizerinde
analitik olan f,, fonksiyonlarimin bir dizisi olsun. Eger A bolgesinde bulunan
her kapali disk iizerinde (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak

ise f fonksiyonu A bolgesinde analitiktir.
(oo}
Soru9. A = {z: Rez > 1} bolgesinde, f(z) = Zn_z fonksiyonunun A
n=1

kiimesinde analitik oldugunu gosteriniz.
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Co6ziim. z = 1 dogrusunna uzakligi § olan ve tamamen A icinde kalan
kapali disk B olsun.

|n7z| — |eleogn| _ ‘e(fatfzy) logn| _ efa:logn —nc

yazablhnz Eger z € A almirsa, > 1+ 6 ve boylece [n=%| < n=(1+9) olur.

Zn (14+9) gserisi yakimsak oldugundan Weierstrass kriteri geregince Zn #
n=1
serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla f fonksiyonu A bfjlgesinde
analitik fonksiyon belirtir.

Alistirmalar

—anz

1. a > 0 olmak {izere Z —— serisinin Re 2z > 0 bolgesinde analitik bir
—(a+n 2

fonksiyon belirttigini gosteriniz.
2. v egrisi (0, 0) noktasim (0, 4) noktasina baglayan imajiner eksenin solunda

e 2n
kalan egri olmak iizere / Z (; )'dz = 4sin1 oldugunu gosteriniz.
n)!

n=0

> ”12711

Z 2 I serisinin yakinsaklik yaricapini bulunuz.
n —
o0 n
-1
4. f(2) = Z #z" olmak {izere / %dz integralini hesaplayiniz.
|z|=1
5. Z ( +1)) serisinin karakterini inceleyiniz.
n(n

6. fn(z) = —2 seklinde tamimlanan (f,,) fonksiyon dizisinin z < D < o0
n

diskinde f(z) = 0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

7. Z nlz™ serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz.
n=0
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