7 TAYLOR SERI GOSTERIMLERI
Bir f fonksiyonu analitiklik bolgesi i¢inde f (z) = i an(z — z0)™ seklinde bir
n=0

n
kuvvet serisi gosterimine sahiptir. Eger a,, = % segilirse bu kuvvet serisi
Taylor serisi adin1 alir. '
Teorem?T.1.
Eger f fonksiyonu |z — zp| = R ¢emberinin i¢inde analitik ise bu durumda
Dpg(z0) = {#:]z — 20| < R} agik diskinde bulunan her z i¢in f fonksiyonun
Taylor serisi f fonksiyonuna yakinsar, her z € Dg (z) icin

% f(n) (4
=Y )y
n=0 :

yazilir. Ayrica 0 < r < R olacak gekilde bir r says1igin D, (z9) = {z : |z — 20| < r}
kapal diskinde seri diizgiin yakinsaktir. Ozel olarak zyp = 0 noktasindaki Taylor
serisine Maclaurin serisi denir..

Sorul. f(z) = T

fonksiyonunun Maclaurin seri agiliminmi elde ediniz.

" 2
ma f(z)*m7f (2) =

|
Lﬂ_ﬂ olup £ (0) = n! yazilir. Buradan

(1-2)

—Z

Coziim. f(z2) =
£z =

(1-2)*"

> £(n) (o
1o = S <
n=0 :

1 = .
1% Zz, |z| <1
n=0

elde edilir.
Soru2. f(z) = Logz fonksiyonunu zg = 1 noktas1 etrafinda Taylor serisine
agIniz.

Goaitm. f(2) =~ 1"(2) = 5. () = 5 [ (2) = = s SO (2) =
()" (0= 1)

“olup ™ (1) = (=1)" (n — 1)! bulunur. Buradan

"

o] _ n+1 n— ! [e’e} _ n+1
LogZ:ZW(z_l)”:ZL(z_l)”
n=0 n=0

elde edilir. Bu seri agilimi |z — 1| < 1 igin gegerlidir. Ciinkii Logz fonksiyonunun
analitik oldugu zgp = 1 merkezli en biiyiik agik disk |z — 1| < 1 diskidir.
Soru3. f(z) = sin z fonksiyonunun Maclaurin seri a¢ilimini bulunuz.
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Cozilim.

f(z) = cosz=sin(z+ g),
" 2
f(z) = —sinz:sin<z+27r>,
1"’ 3
(z) = —cosz=sin(z+ 777),
4
@ (2) = sinz=sin(z+ 771-),
FO() = sin(z+ ”7”)
oldugundan £ (0) = ST olup
(n) (qy _ SINT 0, n = 2k
F0) 2 (-1, n=2k+1

bulunur. Dolayisiyla

() (

f(z _smz_Zf

n=0
elde edilir.
Benzer sekilde

cosz =
e =
1 —_
1+2z
sinhz =
coshz =

esitlikleri saglanir.

2 . . . L.
Soru3. e* fonksiyonunun Maclaurin seri agilimini elde ediniz.

o0 Zn
Coziim. e* = E =
n
n=0
|z| < oo bulunur.

i k S2k+1
P 2k+1
= (1) e
> (2n)! 2] < o0
n=0
0 on
Zﬁ’ |z] < o0
n=0 "
PG ENERS
n=0
o 2k+1
ZW |2l < 00
|z] < o0
|
= (2k)!

. 2
|z| < oo seri agiimindan yararlanarak e®
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1
Soru4. f(z) = — fonksiyonunu z = 1 noktasi civarinda Taylor serisine
agIniz. z
Coziim.

f™(z) = .(71)" nlz~(+1)

olup f((1) = (—1)" n! olarak elde edilir. Buradan |z — 1| < 1 igin

Lo ey

z

n=0

, 1 > n

bulunur. Ikinci yol olarak seri agilimini 52 = ngo(—l) 2", |z| < 1 olarak
1
bildigimiz g fonksiyonundan yararlanabiliriz. Buradan
z
1 1 -
Z = I D" (z—1)"; -1/<1

elde edilir. .
Soru5. =
orub. f(z) P
agIniz.

1
Céziim. f(z) = o
agmak demek fonksiyonu (z — 1) in kuvvetleri cinsinden yazmak demektir. Bu
agilim1 yapabilecegimiz en genig bolge |z — 1] < 2 bolgesindir. Ciinkii z = —1
noktasinda fonksiyon singiilerlige sahip olup, |z — 1| < 2 bolgesi fonksiyonun
analitik kalacagi en genig bolgedir, bagka bir anlatimla seriye actigimiz nokta
gemberin merkezi olmak iizere fonksiyon analitik kalacak sekilde bu gemberi

fonksiyonunu z = 1 noktas: civarinda Taylor serisine

fonksiyonunu z = 1 noktasi civarinda Taylor serisine

ancak z = —1 noktasina kadar biiyiiltebiliriz. Buradan
1 1 1 1
1+2 2+42-1 2 1 z

* 2
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z—1
yazilir. — = u denilirse

1 1 1 & "
n=0
1 = z—1\" z—1
= = -1 ; 1
;2 () | <

(
_ 1“(1)71(21)”; 2 — 1] <2

elde edilir. 1
Soru6. f(z) = 7

fonksiyonunun z = i noktas1 komsulugunda Taylor

acilimini elde ediniz.

Cozim. fonksiyonunun z = 0 noktasi civarindaki Taylor seri agilimi
-z
kullanilarak
£(2) 1 1 1 1 1
z = = = = g
l—z+i—1 1—(z+9)+1 (1419 —(2+1) Lti,  zHe
1414
I = (z+i\"
= | <1+ =v2
1”;}(1“) S|z +i| < [1+i| =2
— (z+19)" ‘
n=0
bulunur. i
Soru7. ———— fonksiyonunun Maclaurin seri agilimim ve gegerli
(z—2)(z—3)

oldugu bolgeyi bulunuz.
Coziim. Verilen fonksiyonu

A B 1

z—2+z—3_(z—2)(z—3)

seklinde iki ayr1 fonksiyonun toplmi olarak yazarsak A = —1 ve B = 1 bulunur.
Ik olarak 3 fonksiyonunun z = 0 civarindaki Taylor acilimini bulalim.
” —
1 1 1 1 — 2"
z—3 3(3_1) 31_%2 ZO?)"JFI 12
3 3 "

elde edilir.

-2 () 3l
= =—= ) <1

2

5 fonksiyonunun z = 0 civarindaki Taylor agilimi igin ise
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yazilir. Bu durumda

1 1 1 2 2" 2 2n
(z—2)(z—3) 7z—37z—27723”+1+22"+1
n=0 n=0

olup ilk seri agilimi |z| < 3 bolgesinde ikinci seri agihmi |z| < 2 bolgesinde gegerli
oldugundan son seri agilimi bunlarin arakesiti olan |z| < 2 bolgesinde gegerlidir.
Buradan

1 1 S n > 2" 9
R R IE =) Dy e 2l <
n=0 n=0

elde edilir.

Soru8. f(z) = sin® z fonksiyonunun Maclaurin seri agilimni bulunuz.

3 1 —cos2z

Coéziim. sin®z = sinz(————) olup sinz ve cosz fonksiyonlarimin

Maclaurin seri agilimlarindan yararlanarak istenilen elde edilir.

| LIS Dt [ S (=) (2™
sin 2 = 2{2_:0 2n + 1) [12 (2n)! ]}

olup C cismi kapali oldugundan iki kompleks terimli serinin ¢arpimi kompleks
terimli seri olacagindan

1 AR (22)  (22)"  (22)° 1
-3 _ - _ _ _ _ I n
sin” z = 5 (z 30 + Bl ) < 51 1 + ol =5 ngzo anZ

yazilir buradan iki serinin esitligi kullanilarak ag = a1 = a2 = a4 = 0, a3 = 2,
as = (—1) olarak elde edilir. Dolayisiyla

1 )
sin® 2 = 3 (22° —2° + ) |2] <

bulunur. sinz ve cos z fonksiyonlarinin Maclaurin seri agilimlar1 agik gekilde f
fonksiyonunda polinom olarak yazildiginda da yapilabilir.

23 2° 27

sinz=z——+

¢ t 120 5020 Tl
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2 4
ve cos2z =1 — 222 + 524 - 626 + ...; |2] < 0o oldugundan

1
sin®z = 5 (sin z — sin z cos 2z2)
= 12—£+i— - + o — 2—2—3+i— il + T S B
2 6 120 5040 T 6 120 5040 T 3 45
N T I Y NS SRS ¢ U 11:
2 6 120 5040 7 6 120 5040
5
_ B3 _* E 7 Al .
= z —|—120 ~ 3091° +.. |z <o
elde edilir.

Soru9. Log(1 + 22) fonksiyonunun z = 0 noktasi civarinda Taylor seri
acilimini elde ediniz.

Coziim. 1+ (z+iy)® = 1+ 22 — y2 + 2izy olup Log(1 + 22) fonksiyonunun
analitiklik bolgesi zy = 0 ve 1 + 2% — y? < 0 olacak sekildeki (x,%) noktalarin
C kompleks diizlemden c¢ikarilmasi ile elde edilen bolgedir. Dolayisiyla verilen
fonksiyonun |z| < 1 iken Taylor seri agilimi yapilr.

=y (=" 2] <1
n=0

olup buradan
(o]

1 n om
1+22:Z(71) 22", lz] <1
n=0
yazalir 4 [Log(l + 22)] - = oldugundan
" dz 1+ 22

2 o0 o0
Log(1+2%) = /1 +222 dz = /22 Z (—1)" 22"dz = 2/ Z (—1)" 22" dz; 2] <1
n=0 n=0

bulunur. Son esitlikte elde edilen seri analitik fonksiyonun seri gésterimi oldugun-
dan |z| < 1 bolgesinde diizgiin yakinsaktir, integral ile seri yer degistirir. Burada
verilen fonksiyonun z = 0 noktas: civarinda Taylor seri agilimi

[e%) o0 Z2n+2
Log(1 + 2?%) Z /z2"+1dz:22(—1)n7; 2] <1
= — 2n 42

olarak bulunur. )
Sorul0. f(z) = — fonksiyonunun z = 1 noktasi civarindaki Taylor seri
z

agilimini bulunuz.
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d[ 1 1
Qﬁzﬁm. % |:—Z:| = 2—2 Olup
= = =- D" (z—-1)"; —1<1
z z4+1—-1 14+(2—-1) ;( )" (z=1)%; |z — 1] <
= )" E-y" p-1<d
n=0

yazilir. Analitik fonksiyonun seri gosterimi yakinsaklik bolgesinde diizgiin yakin-
sak oldugundan, bu bolgede terim terime tiirevlenebilir. Buradan

d 1 1 - n+1 n—1
dZ[Z]ZQZ(l) n(z—1)"""; z—1] <1
n=1
elde edilir.
Alistirmalar
1. f(») = Ll fonksiyonunun z = 0 noktasi civarindaki Taylor seri
- —

acilimini elde ediniz.
- 1
2. Z(n + 1)22" = (1+Z)3 oldugunu gosterip acilimin gegerli oldugu
n=0 -z
bolgeyi belirleyiniz.
3. f(z) = tanz fonksiyonunun maclaurin seri agihmindaki ilk dért terimi
bulup, agilimin gecgerli oldugu bélgeyi belirleyiniz.
4. f(z) = log(1 + 2z) fonksiyonunun Maclaurin seri agilimini bulunuz.

1 s 2n+1
5. log <1 + Z) = Z 2;717_1_1 ; |z — 1] < 1 oldugunu gosteriniz.

o n=0

Log(1+ 2)
" Log(1 - z2)
elde edigloiz.

fonksiyonunun z = 0 noktasi civarindaki Taylor seri a¢ilimini

7. Z nlz™ serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz.

n=0
22
8. f(2) = 16+ fonksiyonunun Maclaurin seri agihmindaki ilk dort terimi
z
bulunuz.
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