8 LAURENT SERi GOSTERIMLERI

Tamiml. C,;n =0, £1, +2, ... kompleks sabitler olmak iizere Z Chn(z—20)"
n=0
serisine Laurent serisi denir. Burada

oo

by
ZC Z—ZO Zan z—29) +Zlm

dir.

Teore8.1. (Laurent Teoremi)

0 < r < R olmak iizere f fonksiyonu A = {z:r < |z — z9| < R} halka
bolgesinde analitik olsun. Bu durumda Vz € A igin

E Qn, z—zo "y E
Z*ZO

saglanir. Bu seriye f fonksiyonunun zg etrafindaki Laurent serisi denir. Ayrica A

— b

kiimesinin herhangibir kapali alt halkasinda yakinsaklik diizgiindiir. g (771),1
Z— 20

n=1

serisine Laurent serisinin esas kismi denir.
Teorem8.2. Laurent acilimi bir tektir.

sin z ) . L
Sorul. f(z)= fonksiyonunun z = 0 noktasi civarindaki seri agilimini
z
bulunuz.

z
fonksiyonunun analitiklik

Coziim. z = 0 merkezli acik diskler f(z) =

bolgesinin i¢inde kalmadigindan, bu nokta civarinda yapilacak olan seri goster-
> (—1 k _2k+1

imi Taylor serisi degildir. sinz = kz_o ((22—1—21)!7 |z| < oo oldugundan bu

seri agilimi 0 < |z] < oo i¢in de gegerlidir. Bu durumda

o0 k 52k+1
: Z 2lc + 1! © k 52k
S z k=0
p— 7 0 < <
z z ]CZO 2k +1)! |2l < o0
bulunur.
2z

Soru2. f(z)= (eﬁ fonksiyonunun zp = 1 noktasi civarindaki Laurent

seri aciliminin ilk doért terimini bulunuz.

(o)
L . 622 6262u N u™
Coziim. z — 1 = u denilirse 5 = —5 olur. e" = g —, |u] <
(z—1) ) — n!
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o0

271 n
oldugundan e?* = Z —77 |u] < oo bulunur. Buradan
n!
n=0
e27 e2e2u e2 e ongm
f z = = ; = =
G = T el
e? (2u)?*  (2u)?
_ e 2% 22 %4 .
= $+?+7+?’ 0<|u\<oo
veya
2z 2 2 2 2 2 24
fo)=— =S 4 ¢ 4 % L CTL L 0<]p-1<o

z-1° (z-1° (z-1* (=1 3
olarak elde edilir.
Soru3. f(z) = (z —3)sin (ziZ) fonksiyonunun z = —2 noktas: civarin-
daki Laurent seri agilimindaki ilk bes terimi bulunuz.
Coéziim. z + 2 = u denilirse (z — 3)sin zl> = (u—05) Sin% olup sin

+ 2
fonksiyonunun seri agilimi kullanilarak

.1 n 1 .
iy = LV gy 40
1 1 1 1
- 5_3!u3+5!u5_7!u7+.”; u70
yazilir. Boylece
o1 1 1 1 1
(“_5)81% - (u_5)<u_3!u3+5!u5_7!u7+”')
1 ) 1
N (l_u_3!u2+3!u3+5!u4_“.); u#0

olup Vz € C\ {2}
1 5 1

=1-(z4+2)— + + —
z+2) =+2) 31 (z+2)° 3(z+2)°% 5l(z+2)*

£2) = (= 3)sin

bulunur.

inh
Sorud. f(z) = S 2

(z=1)(z—4)
acilimini elde ediniz.
Coziim. f fonksiyonu z = 1 ve z = 4 noktalar1 disginda tiim kompleks
diizlemde analitiktir. Dolayisiyla bu fonksiyonun orijin etrafinda

fonksiyonunun orijin etrafindaki ii¢ seri
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a) |z| < 1 bolgesinde

b) 1 < |z| < 4 simit bolgesinde ve

¢) |z] > 4 bolgesinde seri agihimlar: vardir. Bunlardan |z] < 1 bolgesinde
yapilacak olan seri agilimi Taylor seri agilimi digerleri Laurent seri agilimidir.

1 1
3(z—1)+3(z—4)

sinh z
G-1(=—-4)

olup orijin etrafindaki seri agilimlar: bilenen fonksiyonlar kullanilarak istenilen
seri agilimlari elde edilebilir.

= sinh z [

sinh z B i 22l i . 1 1
(z—1)(z—4) (2n+1)! |3 129 _%
4
0 ZQnJrl 1 > 1 & P
= = D P <1
nz::o 2n+1)! 3;::02 12 £ 4 12

bulunur. 1lk seri |2| < oo, bolgesinde ikinci seri |z| < 1 bolgesinde son seri

ise E‘ < 1 bolgesinde gegerli oldugundan elde edilen seri |z| < 1 bolgesinde

gecerlidir.
b)
1 1 I1ex 1 =1
-1 1 :;szzzz”“; 21> 1
2zl 1= = n=0 n=0
(-3)
ve
1 1 1 1= /2
Pyl oAl U1 ¢ IENNCEL
171 n=0
olup
sinh 2z 1 on z2ntl =1 = n
vt -z S — 1< <4
EEnTEEr R P M creyl P D ;4%11’ 4
bulunur.
¢)
1 1 1 o= 4" 4
= = - — -<1
z

ve

1— = n=0

1 1 1< 1 =1
z n=0
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sinh z 1 o= 22l =4 =1
S — — >4
(z-1)(2—4) 37;)(2n+1)' nZZOZ"Jrl ;zwﬂ 12
bulunur
2
Sorub. / sin (1 + 1) dz integralini hesaplayiniz.
. —
|z|=2
Cozii . 2 in 1 cos( )+-cos 1 sin( 2 ol 1
o6ziim. sin = sin 1 cos cos 1sin o —1l=u
i — in po in(——7) olup z
denilirse
. 2 . 2 .2
sin (14 — | =sinlcos(—) + cos Lsin(—)
U U U
olur.
. 2 2n
2 = (U5
3(—) = s s 0< <
cos(u) nz_% lu| < o0
) e 22n
S = )y ——— -1
cob(Z_l) ; o)l 0<|z—1 <o
ve
o 1 2271+1
sin( Z 22“ s e 0<|z—1] <
= ( (2n 4+ 1)!
olacagindan
) 22n 22n+1
sin (1 + ) dz = / sin 1 Z ——dz+ / cos 1 Z 271“ dz
IZIZ2 -1 i = ( (2n)! il (2n +1)!

ve analitik fonksiyonun seri gosterimi yakinsaklik bolgesinde terim terime integ-
rallenebileceginden

2 4 1
/sin(l+)dz = sinl / 1-— 5 + 0 1= | dz
1 20(z—1)" 4l(z—1)
2

|z|=2 |z]=

1
+cos1 / - 8 3+ | dz
z—1 3l(z—-1)

|z|=2

yazilir. Cauchy integral ve tiirev formiilleri kullanilarak g(z) = 1 olmak iizere

2
sin (1 + 1) dz = 2micos 1g(1) = 2micos 1

|z|=2
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bulunur.

1
G 5 fonksiyonunu 0 < [z — 4| < 4 bolgesinde Laurent

Soru6. f(z) = F PRI

serisine aciniz.

Coziim.
abl 1 (1N 1
2(z—4)3 (2—4)3 z)  (z—4)3 z—44+4
I U PO U
(2 —4)3 4, %— 4
+
4
1 1 — z—4\" z—
= 1+ - —1)" ; 0 1
Goap |MTa Y (3 )] < ‘<
olup
1 > w(z—4)"?
AP TN
bulunur.
Aligtirmalar
1. f(z) = : fonksiyonunun zy = —2 noktasi civarindaki Lau-

(z+1) (2 +2)
rent seri agilminin ilk dort terimini bulup gegerli oldugu bolgeyi belirtiniz.
2. f(z) = w fonksiyonunun zy = —2 noktas: civarindaki Laurent seri
z

aciliminin ilk dért terimini bulup gecerli oldugu bolgeyi belirtiniz.

3. =
&) = e+
acilimlarini elde ediniz.

fonksiyonunun agagida verilen bolgelerdeki seri

a)l <z <3

b) |z| > 3

c)0<|z+1]<2

4. f(2) = S fonksiyonunun agagida verilen bolgelerdeki seri

(z—=1)(2-2)

acilimlarini elde ediniz.

a) |z| <1

b) 1< |z <2

c)|z| <3

1

5. f(z) = CES )] fonksiyonunun z = 2 ve z = 3 noktalar civaridaki
seri agihmlarini bulunuz.

6. f(z) = M;Z fonksiyonunun orijin civarindaki Laurent seri acilimini
bulunuz.
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fonksiyonunun orijin civarindaki Laurent seri a¢ilimim

7. f(z) =

bulunuz.

eZ
2(1+ 22)

—~

1

8. ZFezdz integralini ez fonksiyonunun Laurent seri agilimim kulla-

| —

|z|=1
narak hesaplayiniz.

9. f(z) =
sinh z
ilk beg terimini bulunuz.

fonksiyonunu z = 0 noktasi civarindaki Laurent serisinin

1 .
10. ——dz = -m oldugunu gosteriniz.
22 sinh 2 3

|z|=1
11. f(z2) = fonksiyonunun
(2) (224 1)

a) D1 ={z:0<|z—1i| <2}
b) Dy ={z:0<|z—14| > 2}
bolgelerindeki Laurent seri gosterimlerini bulunuz.

1
12.  f(2) = 2516 fonksiyonunun z = 4 noktasi civarindaki ii¢ ayr
seri acilimini elde ediniz.
1
13. f(2) = GCr2tan(e—1-9) fonksiyonunun orijin civarindaki iig ayr1

seri agilimim elde ediniz.

38



