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Tan¬m1. E¼ger f fonksiyonu z = z0 noktas¬nda tan¬ml¬olmay¬p, z0 noktas¬n¬n
her komşulu¼gunda f fonksiyonunun analitik olaca¼g¬en az bir nokta bulunuyorsa
z0 noktas¬na f fonksiyonun singüler noktas¬denir. Singüler noktalar ayr¬k ve
ayr¬k olmayan olmak üzere ikiye ayr¬l¬r.
Tan¬m2. E¼ger f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik de¼gil fakat R > 0

için 0 < jz � z0j < R de analitik ise bu durumda z0 noktas¬na f fonksiyonun
ayr¬k singüler noktas¬denir. Ayr¬k olmayan singüler noktaya ise ayr¬k olmayan
singüler nokta denir. Başka bir deyi̧sle z0 f fonksiyonun singüler noktas¬ ol-
mak üzere, bu komşulukta fonksiyonun başka singüler noktas¬ bulunmuyorsa

z0 noktas¬na f fonksiyonun ayr¬k singüler noktas¬denir. Örne¼gin; f (z) =
1

z
fonksiyonu için z = 0 ayr¬k singüler noktad¬r. Ancak g(z) = Logz fonksiyonu
orijin ve negatif reel eksen üzereindeki tüm noktalarda ayr¬k olmayan singüler-
li¼ge sahiptir.
Tan¬m3. f fonksiyonu z = z0 noktas¬nda ayr¬k singülerli¼ge sahip olsun.
a) Kald¬r¬labilir Singülerlik: E¼ger f fonksiyonunun z0 noktas¬n¬n bir

komşulu¼gundaki Laurent seri aç¬l¬m¬nda (z � z0) ¬n negatif kuvvetleri bulun-
muyorsa yani tüm bn katsay¬lar¬ s¬f¬ra eşitse, z0 noktas¬na f fonksiyonunun
kald¬r¬labilir singüler noktas¬d¬r denir. Uygun şekilde f(z0) yeniden tan¬mlan¬rsa
f fonksiyonu z0 noktas¬nda analitik olur.
b) Kutup noktas¬: E¼ger f fonksiyonunun z0 noktas¬civar¬ndaki Laurent

seri aç¬l¬m¬ndaki bn katsay¬lar¬ndan sonlu tanesi hariç di¼gerlerinin tümü s¬f¬ra
eşitse z0 noktas¬na f fonksiyonunun bir kutup noktas¬d¬r denir. E¼ger m; bm 6= 0
özelli¼gindeki en büyük say¬ ise z0; f fonksiyonunun m inci mertebeden kutup
noktas¬d¬r. Özel olarak m = 1 ise, z0; f fonksiyonunun basit kutup noktas¬d¬r
denir.
c) Esas singüler nokta: f fonksiyonunun z0 noktas¬ civar¬ndaki Lau-

rent seri aç¬l¬m¬n¬n esas k¬sm¬nda sonsuz say¬da terim varsa, yani Laurent seri
aç¬l¬m¬nda sonsuz çoklukta bm katsay¬s¬s¬f¬rdan farkl¬ise, z0 noktas¬f fonksiy-
onun esas singüler noktas¬d¬r denir.
Teorem9.1. f fonksiyonu z0 2 B deki ayr¬k singülerli¼gi hariç bir B böl-

gesinde analitik olsun.
i) z0 ¬n bir kald¬r¬labilir singüler nokta olmas¬için gerek ve yeter koşul aşa¼g¬-

daki üç koşuldan birisinin gerçeklenmesidir.
1. lim

z!z0
f(z) vard¬r

2. lim
z!z0

(z � z0)f(z) = 0

3. f fonksiyonu z0 ¬n delinmi̧s bir komşulu¼gunda s¬n¬rl¬d¬r.
ii) z0 noktas¬n¬n f fonksiyonunun m: mertebeden kutup noktas¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul lim
z!z0

(z � z0)mf(z) limitinin var olmas¬d¬r. (m 6= 1): m � 1

ise lim
z!z0

f(z) =1 olur.
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iii) z0 noktas¬n¬n f fonksiyonunun basit kutup noktas¬olmas¬için gerek ve
yeter koşul lim

z!z0
(z � z0)f(z) limitinin var ve s¬f¬rdan farkl¬olmas¬d¬r.

Teorem9.2. z0 noktas¬n¬n f fonksiyonunun m: mertebeden kutup noktas¬
olmas¬için gerek ve yeter koşul z0 noktas¬n¬n g(z) = (z�z0)mf(z) fonksiyonunun
kald¬r¬labilir singüler noktas¬ve g(z0) 6= 0 olmas¬d¬r.
Soru1. f(z) =

z � sin z
z3

fonksiyonunun singüler noktas¬n¬n cinsini belir-

leyiniz.
Çözüm. z0 = 0 noktas¬f fonksiyonunun ayr¬k singüler noktas¬d¬r.

lim
z!0

z � sin z
z3

= lim
z!0

1� cos z
3z2

= lim
z!0

sin z

6z
=
1

6

oldu¼gundan z0 = 0 noktas¬f fonksiyonunun kald¬r¬labilir singüler noktas¬d¬r.
·Ikinci çözüm yolu olarak verilen f fonksiyonu z0 = 0 noktas¬civar¬nda Laurent
serisine aç¬larak da yap¬labilir. Gerçekten,

z � sin z
z3

=
1

z2
� 1

z3

1X
n=0

(�1)n z2n+1
(2n+ 1)!

=
1

3!
� z2

5!
+
z4

7!
� z6

9!

olup f fonksiyonu z0 = 0 noktas¬ civar¬nda Laurent seri aç¬l¬m¬n¬n esas k¬s-
m¬nda hiç terim bulunmad¬¼g¬ndan z0 noktas¬kald¬r¬labilir singüler noktad¬r. f

fonksiyonu z0 = 0 noktas¬nda
1

6
olarak yeniden tan¬mlan¬rsa f fonksiyonu tüm

kompleks düzlemde analitik olur.

Soru2. f(z) = e

1

z fonksiyonunun singüler noktas¬n¬n çeşitini belirleyiniz.
Çözüm. z0 = 0 noktas¬nda f fonksiyonu analitik olmay¬p bu noktan¬n

her komşulu¼gundaki baz¬noktalarda analitiktir. Dolay¬s¬yla z0 = 0 noktas¬f
fonksiyonunun singüler noktas¬d¬r. z0 = 0 noktas¬civar¬nda f fonksiyonunun
Laurent serisi her z 2 C= f0g için

e

1

z = 1 +
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ � � �

olup Laurent aç¬l¬m¬n¬n esas k¬sm¬nda sonsuz çoklukta terim oldu¼gundan z0 = 0
noktas¬f fonksiyonunun esas singüler noktas¬d¬r.

Soru3. f(z) =
sin2 z

z5
fonksiyonunun singüler noktas¬n¬n çeşitini belir-

leyiniz.
Çözüm. z0 = 0 noktas¬nda f fonksiyonu analitik olmay¬p bu noktan¬n

her komşulu¼gunda f fonksiyonunun analitik oldu¼gu en az bir nokta oldu¼gundan
z0 = 0 noktas¬f fonksiyonunun singüler noktas¬d¬r.

lim
z!0

z3
sin2 z

z5
= lim

z!0

�
sin z

z

�2
= 1
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olup lim
z!0

z3
sin2 z

z5
limiti mevcut ve s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gundan z0 = 0 noktas¬

3. mertebeden kutup noktas¬d¬r. z0 = 0 noktas¬ komşulu¼gunda fonksiyonun
Laurent seri aç¬l¬m¬yap¬ld¬¼g¬nda da ayn¬sonuç elde edilir.
Soru4. f(z) =

z

(z + 1) (z + 2)
fonksiyonunun z0 = �2 singüler noktas¬n¬n

türünü belirleyiniz.
Çözüm. lim

z!�2

z

(z + 1) (z + 2)
= 1 oldu¼gundan z0 = �2 kutup noktas¬d¬r.

lim
z!�2

(z + 2) f(z) limiti var ve s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gundan z0 = �2 kutubu f

fonksiyonunun basit kutup noktas¬d¬r. ·Ikinci yol olarak fonsiyonun z0 = �2
civar¬ndaki Laurent serisi

f(z) = � 1

z + 1
+

2

z + 2
=

2

z + 2
+

1

1� (z + 2)

=
2

z + 2
+

1X
n=0

(z + 2)
n
; 0 < jz + 2j < 1

olup, bu aç¬l¬m¬n esas k¬sm¬ sadece
2

z + 2
teriminden oluşmaktad¬r. Bu ise

z0 = �2 noktas¬n¬n basit kutup oldu¼gunu verir.

Al¬̧st¬rmalar

1. f(z) =
e�z cos z

z2
fonksiyonu için z0 = 0 noktas¬n¬n singülerli¼ginin çeşitini

belirleyiniz.

2. f(z) = z3e

1

z fonksiyonunun singüler noktas¬n¬bulup çeşitini belirleyiniz.

3. g(z) =
1

z (z2 + 4)
2 fonksiyonunun kutup noktalar¬n¬ ve mertebelerini

bulunuz.
4. f(z) =

1

sin �z
fonksiyonunun singüler noktalar¬n¬ belirleyip ayr¬k olup

olmad¬klar¬n¬inceleyiniz.
5. Aşa¼g¬daki fonksiyonlar¬n karş¬lar¬nda yaz¬lan noktalarda kald¬r¬labilir

singülerli¼ge sahip olup olmad¬¼g¬n¬inceleyiniz.

a) f(z) =
cos (z � 1)

z2
; z0 = 0

b) f(z) =
z

z � 1 ; z0 = 1:
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