9 SINGULERLIKLER VE SINGULERLIKLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Taniml. Eger f fonksiyonu z = zg noktasinda tanimh olmayip, zo noktasinin
her komgulugunda f fonksiyonunun analitik olacagi en az bir nokta bulunuyorsa
zo noktasmma f fonksiyonun singiiler noktas: denir. Singiiler noktalar ayrik ve
ayrik olmayan olmak iizere ikiye ayrilir.

Tanim2. Eger f fonksiyonu 2y noktasinda analitik degil fakat R > 0
icin 0 < |z — 29| < R de analitik ise bu durumda zp noktasmna f fonksiyonun
ayrik singiiler noktasi denir. Ayrik olmayan singiiler noktaya ise ayrik olmayan
singiiler nokta denir. Bagka bir deyisle 2y f fonksiyonun singiiler noktasi ol-

mak iizere, bu komsulukta fonksiyonun bagka singiiler noktasi bulunmuyorsa

. 1
zo noktasima f fonksiyonun ayrik singiiler noktas1 denir. Ornegin; f (z) = —
z

fonksiyonu i¢in z = 0 ayrik singiiler noktadir. Ancak g(z) = Logz fonksiyonu
orijin ve negatif reel eksen iizereindeki tiim noktalarda ayrik olmayan singiiler-
lige sahiptir.

Tanim3. f fonksiyonu z = zy noktasinda ayrik singiilerlige sahip olsun.

a) Kaldirilabilir Singiilerlik: Eger f fonksiyonunun zy noktasinin bir
komgulugundaki Laurent seri agihminda (z — 2z9) 1n negatif kuvvetleri bulun-
muyorsa yani tiim b, katsayilari sifira egitse, zy noktasina f fonksiyonunun
kaldirilabilir singiiler noktasidir denir. Uygun sekilde f(zg) yeniden tanimlanirsa
f fonksiyonu zy noktasinda analitik olur.

b) Kutup noktasi: Eger f fonksiyonunun z; noktasi civarindaki Laurent
seri acilimindaki b,, katsayilarindan sonlu tanesi hari¢ digerlerinin tiimii sifira
esitse zg noktasina f fonksiyonunun bir kutup noktasidir denir. Eger m, b, # 0
ozelligindeki en biiyiik say1 ise zg, f fonksiyonunun m inci mertebeden kutup
noktasidir. Ozel olarak m = 1 ise, zg, f fonksiyonunun basit kutup noktasidir
denir.

c) Esas singiiler nokta: [ fonksiyonunun zp noktasi civarindaki Lau-
rent seri agiliminin esas kisminda sonsuz sayida terim varsa, yani Laurent seri
aciliminda sonsuz c¢oklukta b,, katsayis1 sifirdan farklh ise, zg noktasi f fonksiy-
onun esas singiiler noktasidir denir.

Teorem9.1. f fonksiyonu zg € B deki ayrik singiilerligi hari¢ bir B bol-
gesinde analitik olsun.

i) zp 1 bir kaldirilabilir singiiler nokta olmasi igin gerek ve yeter kogul agagi-
daki ii¢ koguldan birisinin gergeklenmesidir.

1. lim f(z) vardwr

z2—20
2. lim (z—20)f(2)=0
z—20

3. f fonksiyonu zp mn delinmig bir komsgulugunda smirlidir.

ii) zp noktasinin f fonksiyonunun m. mertebeden kutup noktasi olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul Zlinzl (2 — 20)" f(2) limitinin var olmasidir. (m # 1). m > 1

—2Z0

ise lim f(z) = oo olur.

z—20
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iii) zp noktasiin f fonksiyonunun basit kutup noktasi olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul lim (z — z0)f(2) limitinin var ve sifirdan farkh olmasidir.
zZ—Zz0

Teorem9.2. zy noktasimin f fonksiyonunun m. mertebeden kutup noktasi
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul zp noktasinin g(z) = (z—2¢)™ f(z) fonksiyonunun
kaldirilabilir singiiler noktas: ve g(zp) # 0 olmasidir.

z—sinz

Sorul. f(z) = s
leyiniz.

Coziim. zy = 0 noktasi f fonksiyonunun ayrik singiiler noktasidir.

fonksiyonunun singiiler noktasinin cinsini belir-

. z—sinz . 1—-cosz . sinz 1
lim————— = lim———— = lim = -
z—0 23 z—0 32:2 z2—0 62 6

oldugundan zy = 0 noktas1 f fonksiyonunun kaldirilabilir singiiler noktasidir.
Ikinci ¢oziim yolu olarak verilen f fonksiyonu zy = 0 noktasi civarmda Laurent
serisine acilarak da yapilabilir. Gergekten,

z—sinz 1 1 = (=1)" 22!
T3 T 27 3 T (on =+ 1)
z 22 B (2n+ 1)
I

ETR T T
olup f fonksiyonu zy = 0 noktasi civarinda Laurent seri aciliminin esas kis-
minda hi¢ terim bulunmadigindan zy noktas: kaldirilabilir singiiler noktadir. f

1
fonksiyonu zg = 0 noktasinda — olarak yeniden tanimlanirsa f fonksiyonu tiim

kompleks diizlemde alnalitik olur.
Soru2. f(z) = ez fonksiyonunun singiiler noktasimin gesitini belirleyiniz.
Coziim. 2z = 0 noktasinda f fonksiyonu analitik olmayip bu noktanin
her komgulugundaki bazi noktalarda analitiktir. Dolayisiyla zg = 0 noktasi f
fonksiyonunun singiiler noktasidir. zy = 0 noktasi civarinda f fonksiyonunun
Laurent serisi her z € C/ {0} i¢in

1
e;:1+1+i+i+...
z 2122 3128
olup Laurent aciliminin esas kisminda sonsuz goklukta terim oldugundan zg = 0
noktasi f fonksiyonunug ezsas singiiler noktasidir.
sin“ z

Sorud.  f(2) = —5— fonksiyonunun singiiler noktasmmn gesitini belir-
z

leyiniz.

Coziim. 2y = 0 noktasinda f fonksiyonu analitik olmayip bu noktanin
her komsulugunda f fonksiyonunun analitik oldugu en az bir nokta oldugundan
zp = 0 noktas1 f fonksiyonunun singiiler noktasidir.

. . 2
.3 sin? z . sin z
lim z = lim =1

z—0 25 z—0 z
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.5 sin? z
olup limz
z—0 5

limiti mevcut ve sifirdan farkli oldugundan zy = 0 noktasi

3. mertebeden kutup noktasidir. zp = 0 noktasi komgulugunda fonksiyonun
Laurent seri agilimi yapildiginda da ayni sonug elde edilir.

Soru4d. f(z) = —————— fonksiyonunun zy = —2 singiiler noktasinin
S P Yoy Y 0 8
tiiriinii belirleyiniz.
z
oziim. lim ————— = oo oldugundan zy = —2 kutup noktasidir.
¢ T ICES) & ’ P
lim2 (z+2) f(2) limiti var ve sifirdan farkli oldugundan zy = —2 kutubu f
fonksiyonunun basit kutup noktasidir. Ikinci yol olarak fonsiyonun zy = —2
civarindaki Laurent serisi
1 2 2 1
L B Rl B gy Py
2 o0
= 2)" 0 2l <1
Z+2+Z::O(z+) , <|lz+2| <

olup, bu agilimin esas kismi sadece teriminden olugmaktadir. Bu ise

z
zp = —2 noktasinin basit kutup oldugunu verir.
Alstirmalar
e “cosz . .y . e e
1. f(2) = ——— fonksiyonu i¢in 29 = 0 noktasinin singiilerliginin gesitini
z
belirleyiniz.
2. f(z) = ez fonksiyonunun singiiler noktasii bulup cesitini belirleyiniz.
1
3. g(2) = ————— fonksiyonunun kutup noktalarmi ve mertebelerini
2 (22 4+ 4)
bulunuz. )
4. f(2) = —— fonksiyonunun singiiler noktalarii belirleyip ayrik olup
sin T

z
olmadiklarini inceleyiniz.

5. Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazilan noktalarda kaldirilabilir
singiilerlige sahip olup olmadigini inceleyiniz.

a) f(s) = =D, =0
b) f(z) = ﬁ 2= 1.
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