10 REZIDU TEORISi

Tamiml. f fonksiyonu zg noktasinda ayrik singiilerlige sahip olsun. Bu du-
rumda f fonksiyonu 0 < |z — zo| < & bolgesinde

[ee]

f(z) = Zan(z—zo)n+z(zbn)n
n=0 n=1 %0

Laurent seri agilimina sahiptir. Bu agilimda ifadesinin katsayisi olan bq

zZ— 20
sayisia f fonksiyonunun zy noktasindaki rezidiisii denir ve Res(f, zo) = by ile
gosterilir. C pozitif yonlii basit kapali gevresi 0 < |z — zg| < & bolgesinin i¢inde
kalan ve zy noktasini igeren ¢evre olsun. Bu durumda

/f (2) dz = 2mwiby
C

saglanir.

Uyaril. Bizi C kapali ¢evresinin i¢inde kalan singiiler noktalarin rezidiisii
ilgilendirir.

Teorem10.1. (Rezidii Teoremi)

C pozitif yonlii basit kapali bir ¢evre olmak tizere w = f(z) fonksiyonu C
iginde bulunan sonlu 2z, 29, 23, - - , 2, noktalar1 disinda C' ¢evresinin i¢inde ve
iizerinde analitik ise

/f (2)dz = QWiZ Resf(z)
c =1

saglanir.

Uyari2. Rezidii hesaplanirken agagidaki ii¢ yolu izlemek yarar saglar:

a)Laurent seri agilimi yapilarak rezidii hesabi en genel yoldur ve tiim singiiler
nokta gesitlerinde kullanilabilir. Dolayisiyla fonksiyonun verilen noktada Lau-
rent agilimi biliniyor veya rahatlikla yazilabiliyorsa bu yolla rezidii bulunabilir.

b) Verilen singiilerligin kaldirilabilir olup olmadigina bakilir, sézkonusu singiiler-
lik kaldirilabilir singiilerlik ise, fonksiyonun bu noktadaki rezidiizsii sifirdir. Eger
verilen noktada kaldirilabilir singiilerlik s6zkonusu degilse, kaginci mertebeden
kutup noktasi oldugu aranir, kutubun mertebesi tnce sezgisel olarak belirtilir
ve bunun dogru olup olmadigi bir énceki boliimde verilen yontemlerle bulunur.
Eger zp m. mertebeden kutup noktasi ise Res(f,zg) agagidaki limit yardimiyla
hesaplanir.

Res(f,z) = lim #dmiil
g (m—1)!dzm—1

[(z = 20)™ £ (2)]

c¢) Esas singiilerlik durumunda, rezidii hesab1 igin kutup noktasindakine ben-
zer yontemler yoktur. Cok kez fonksiyonu Laurent serisine acgarak rezidii bulmak
gerekir.
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1

Sorul. f(z) = EFSIIeEE)

fonksiyonunun z = 3 noktasindaki singiiler-

liginin ¢egitini belirleyip I = dz integralini hesaplayiniz.

/ 1
(Z + 2) (Z — 3)
|z—3|==

1
Coziim. C : |z —3| = 3 gevresi basit kapali bir ¢evre olup z = 3 noktasi

disinda C' ¢evresinin iginde ve iizerinde analitiktir. Rezidii teoreminden
I =2miRes(f,3)

saglanir. Res(f,3) degerini f fonksiyonunu z = 3 civarinda Laurent serisine
acarak veya kutup noktasi oldugunu goésterip yukaridaki limit yardimiyla da
hesaplayabiliriz. Verilen Fonksiyonun 0 < |z — 3| < 5 bolgesindeki Laurent seri
acilimi

£(2) 1 1 1 1 1 1
. z = = =
(z=3)(2+2) (2—3)z—3+3+2 5(2—3)1+Z—3
5
1 > nlz—3\"
= — -1 e —
5(z—3)nz::1( ) ( - > ; 0<|z—3/<5
1 1 1
= (2 =34 e, 0<|z—3|<5

5(z—3) 25 125

olup, bukunan agilimin esas kism oldugundan z = 3 birinci mertebe-

1
5(z—3)

den kutup noktasidir ve b; = 3 bulunur. Dolayisiyla

I 2miRes(f,3)

7T7,5

olarak elde edilir. Rezidii kullanmadan integral Cauchy integral formiilii ile de
hesaplanabilir.

Soru2. f(z) =

23

m fonksiyonunun z = 0 noktasindaki rezidiisiinii
hesaplayiniz.

Coziim. z = 0 f fonksiyonunun singiiler noktasi degildir. Dolayisiyla
Res(f,0) = 0 yazlr.

1
Soru3. / sin <Z+1> dz = 4micos1 oldugunu gosteriniz.

|z|=2
Coziim. f fonksiyonu z = 1 noktas1 diginda |z| = 2 ¢emberi i¢inde ve iiz-

2 2
erinde analitiktir. f (z) = sin 1 cos <1) + sin (1) cos 1 olup f fonksiy-
P
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onunun z = 1 civarindaki Laurent seri ac¢ilimi

= —1)"92n > —1)"g2n+1
f(Z):Sinlz¥+coslz Uz 0<|z—1] < oo
n=0

— (2n)! (z = 1)™" (2n+1)! (z — 1)* ;

n=0

bulunur. Buradan b; = 2cos 1 elde edilir. Dolayisiyla Rezidii teoremi geregince
1
/ sin (H) dz = 2wiby = 4wicosl
z—1
|z|=2

elde edilir.
Soru4. / wdz = 2mi Res(f, 1) oldugunu gosterip degerini

W ARCEEE
bulunuz. )
Coéziim. ¢ (z) = Zising olmak iizere f (z) = ¢ (2) 7 denilirse f fonksiy-
(2 —6) (z—1)

onu z = 1 noktasi diginda C' : |z — 1| = 3 gevresi iginde ve iizerinde analitiktir.
C cevresi basit kapali bir ¢evre olup, z = 1 singiiler noktasinin gériinen mer-

1+sinl
tebesi 3 tiir. ¢ (1) = _Llfsml

mertebeye esittir. Dolayisiyla z = 1 noktasi f fonksiyonunun 3. mertebeden
kutup noktasidir. Dolayisiyla

# 0 oldugundan goriinen mertebe gercek

2
Res(f1) = lmg 2 [z = 20)'F ()

. 1 d® [z+sinz
o2\ 26

_ lim1 d ((l-i-cosz)(z—G)—(z—i—sinz))

—>12dz (z — 6)

11, d(l—i—cosz z+sinz>

2202\ -6 (2 — 6)2

(2~ 6)" (z=6)"

_ 1 /5sinl—1-cosl 25(1+cosl)+10(1+sinl)

2 25 625
elde edilir. Rezidii teoremi geregince / %dz = 2mi Res(f,1)

(z—1)"(z2—-106)
|z—1]=3
i 135sin1 — 40 — 50 1

olup / _EAIME g 220 020008 e caiti

(-1 (:—0) 625

|z—1]=3
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2
Sorub. / —( 2)5 1) 7dz integralini hesaplayiniz.
z— z—
|z|=3

22

2
-2 (- 1)
fonksiyonunun singiiler noktalar1 olan z = 1 ve z = 2 noktalar1 ¢evrenin i¢ine
diigmektedir. Bu noktalar diginda f fonksiyonu C' ¢evresinin iginde ve tizerinde
analitiktir. Rezidii teoreminden

Coziim. C: |z| = 3 gevresi basit kapali cevre olup f (z) =

2
/————;———jﬂz:2mUkﬂﬂD+J%dﬂ%]

(z—=2)(z-1)

|z|=3

2 . 9 (2) N

yazilir. ¢ (z) = ————; olmak iizere f (2) = ———— yazlr, ¢ (2) # 0 oldugun-
(z—1) (z—2)

dan z = 2 singiiler noktas1 i¢in goriinen mertebe gercek mertebesi olup, z = 2
singiiler noktasi 2. mertebeden kutup noktasidir. Dolayisiyla

Res(f2) = lm [~ 27 f(2)
= hmwz_lg

z—2 (Z — 1)5

2

bulunur. ¥(z) = (Zﬁ olmak tiizere f(z) = (¢(Zl)4 yazilirsa ¢ (1) # 0
z— z—

oldugundan z = 1 singiiler noktasi igin gériinen mertebe gercek mertebesi olup,

z = 1 singiiler noktas1 4. mertebeden kutup noktasidir. Bu durumda

Res(f, 1) = limlj—; (z — 1)4 f(z)} = 1 lim <_242_48> - 19

23 T 6\ (-2

bulunur. Buradan
2
/ i = 2mi [Res(f,1) + Res(f,2)]

= —12412=0

elde edilir. .
Soru6. f(z) = .

1 fonksiyonunun singiiler noktalarinin cinsini belirleyip

bu noktalardaki rezidiilerini bulunuz.

Cozlim. z = z + iy olmak iizere e* — 1 = 0 olacak gekildeki z noktalar1 f
fonksiyonunun singiiler noktalaridir. e* — 1 = 0 denklemi ¢oziiliirse z = 2nmi,
n € Z bulunur. n = 0 i¢in z = 0 singiiler noktasi elde edilir. f fonksiyonun
z = 0 civarindaki Laurent serisi

z
fR)=5———=a +az+a’+ -
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22 28

seklinde ifade edilebilir. Buradan z = (ao a1z +agz2+ - ) (z + o7 + 37 + .-
) ! !

olacagindan ag, a1, as katsayilari ag = 1, a1 = 5 ag = 2 olarak bulunur.
Dolayistyla 0 < |z| < oo igin

z 2’2

JE)=1-Z+ =+

bulunur. Bu ac¢ilimin esas kisminda hi¢ terim bulunmadigindan z = 0 singiiler
noktasi kaldirilabilir singiiler noktadir ve Res(f,0) = 0 yazilir.

z =2nmi, n € Z\{0}
singiiler noktalar: icin

z 2z — 2nmt .
= = 2nm1i

lim (z — 2nmi) =
z—2nTi e —1 e?
olup bu limit mevcut ve sifirdan farkli oldugundan n € Z\{0} icin 2nmi noktalar
basit kutup noktalaridir ve rezidii degerleri limit degeri olan 2nmi degeridir.
Res(f,2nmi) = 2nwi, n € Z\{0} elde edilir.
2z

Soru7. f(z) = 6_713 fonksiyonu veriliyor. Res(f,1) degerini hesaplayiniz.
Coziim. zg = 1 noktasi f fonksiyonunun ayrik singiiler noktasidir.
2z
lim (z — 1)3 e 3 = e?
z—1 (Z _ 1)

limiti mevcut ve sifirdan farkli oldugundan zy = 1 noktas1 f fonksiyonunun 3.
mertebeden kutup noktasidir.

z—1

1 d2 2z
Res(f,1) = lim = ~—— ((z e 3> = 2¢?
z (z—-1)
bulunur. Ikinci yol olarak z # 1 olmak iizere f fonksiyonu
e?? e? 2¢e? 2¢e? 4 2¢?

-1’ -1 eo1p T G-p T3t T3 ol

seklinde Laurent seri agilimina sahiptir. Bu acilimin esas kismi
e? N 2¢? N 2¢?
(z—1°% (z=17% (2-1)
olup buradan zy = 1 noktasinin f fonksiyonunun 3. mertebeden kutup noktasi

oldugu ve Res(f,1) = 2¢2 oldugu elde edilir.
p(2)

Uyaril. p(z) # 0, q(20) = 0, ¢ (20) # 0 olmak iizere f(z) = @) bici-

formiiliiyle hesaplanabilir.

p(20)

q'(20)

minde verilen fonksiyonlar igin Res(f, z0) =
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Aligtirmalar
3 _
1 f() = (2 =1) (2 +2)

(2 —1)°
hesaplayiniz.
2 £(2) (22 — 22) (z +2)
B PRy TP
bu noktalardaki rezidiileri hesaplayiniz.
3. Asagidaki fonksiyonlarin singiilerliklerinin cesitini belirleyip, bu nokta-
lardaki rezidiilerini_bulunuz.

fonksiyonunun z = 1 noktasindaki rezidiisiinii

fonksiyonunun singiiler noktalarin belirleyip

2241
) o) = 32
e ?cosz
b) g(z):T

4. Asagidaki fonksiyonlarin singiilerliklerinin gegitini belirtiniz ve z = 0
noktasindaki rezidlﬁlerini bulunuz.

a) f(z)= Sez

1—cosz
b) Q(Z)ZT
1
h(z) = ———
©) hz) sin 22 — 22
2
5. mdz integralini rezidii yardimiyla hesaplayiniz.
|z|=3
52
6. —————————dz integralini rezidii yardimiyla hesaplayimiz.
. (z=2)(z-1)
z|=3

COSs z

zn

7. n =1,2,3,--- olmak tizere /

|z|=1

dz integralini rezidii yardimiyla

hesaplayiniz.
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