
11 TR·IGONOMETR·IK ·INTEGRALLER·INREZ·IDÜLER
·ILE HESABI

F fonksiyonu sin � ve cos � ya göre rasyonel bir fonksiyon olmak üzere

2�Z
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F (sin �; cos �) d�

biçimindeki integrallerin hesab¬yap¬l¬rken jzj = 1 için 0 � � � 2� olmak üzere
z = ei� dönüşümü yap¬l¬r. Bu dönüşümden sonra z de¼gi̧skenin rasyonel fonksiyo-
nunun bir integrali elde edilir, elde edilen integral rezidü ile hesaplan¬r. jzj = 1
için 0 � � � 2� olmak üzere z = ei� dönüşümü yap¬ld¬¼g¬nda

d� =
dz

iz

sin � =
ei� � e�i�

2i
=
z � z�1
2i

=
z2 � 1
2iz

ve

cos � =
ei� + e�i�

2
=
z + z�1

2
=
z2 + 1

2z

olarak bulunur.

Soru1.
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=
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3
oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm. jzj = 1 için 0 � � � 2� olmak üzere z = ei� dönüşümü yap¬l¬rsa
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olaca¼g¬ndan
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yaz¬l¬r. z =
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2
ve z = �2i noktalar¬ f(z) = 1�

z +
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fonksiyonu

için singüler noktalar olup bunlardan sadece z =
�i
2
, C : jzj = 1 basit, kapal¬

çevresi içindedir. Bu nokta d¬̧s¬nda f fonksiyonu C çevresi içinde ve üzerinde
analitiktir. Rezidü teoremi gere¼gince
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olup

lim
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limiti mevcut ve s¬f¬rdan farkl¬ olup z =
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2
noktas¬ basit kutup noktas¬d¬r.

Dolay¬s¬yla
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bulunur.

Soru2.

2�Z
0

d�

1 + sin2 �
integralini rezidü yard¬m¬yla hesaplay¬n¬z.

Çözüm. jzj = 1 için 0 � � � 2� olmak üzere z = ei� dönüşümü yap¬l¬rsa

d� =
dz

iz
; sin � =

z2 � 1
2iz

olur. Bu dönüşüm alt¬nda C : jzj = 1 olmak üzere
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olup buradan z4 � 6z2 + 1 = 0 için z1 =
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p
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p
2 bulunur. f(z) =

z

z4 � 6z2 + 1 fonksiyonu z1; z2;
z3; z4 noktalar¬ d¬̧s¬nda kompleks düzlemde analitiktir. Bunlardan sadece z1;
z2 birim çemberin içindedir. C basit kapal¬ e¼gri oldu¼gundan Rezidü teoremi
gere¼gince
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yaz¬l¬r. z1; z2 noktalar¬basit kutup noktalar¬d¬r. Gerçekten
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elde edilir.
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olarak bulunur.

Soru3.

2�Z
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d�

5� 4 cos � integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. jzj = 1 için 0 � � � 2� olmak üzere z = ei� dönüşümü yap¬l¬rsa

d� =
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olur.
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bulunur. Sadece z2 =
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noktas¬C çevresi içindedir. E¼gri basit kapal¬olup rezidü teoreminden
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olmak üzere
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elde edilir.
Al¬̧st¬rmalar

1. 0 < jaj < 1 olmak üzere
2�Z
0

d�

1� 2a cos � + a2 integralini rezidü yard¬m¬yla

hesaplay¬n¬z.

2:

�Z
0

8

5 + 2 cos �
d� integralini rezidü yard¬m¬yla hesaplay¬n¬z.

3. Aşa¼g¬daki integralleri rezidü yard¬m¬yla hesaplay¬n¬z.

a)
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13 + 5 sin �
d�

b)

2�Z
0

sin2 �

5 + 4 sin �
d�

c)
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0

cos �

3 + sin �
d�
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