
12 P.V

1Z
�1

f(x)dx B·IÇ·IM·INDEK·I ·INTEGRALLER·IN

REZ·IDÜ ·ILE HESABI

f(x) =
p(x)

q(x)
rasyonel fonksiyon olarak verilsin.

Tan¬m1.

1Z
0

f(x)dx := lim
a!1

1Z
0

f(x)dx ve

0Z
�1

f(x)dx := lim
b!1

0Z
b

f(x)dx olarak

tan¬mlan¬r. Dolay¬s¬yla

1Z
�1

f(x)dx =

1Z
0

f(x)dx+

0Z
�1

f(x)dx = lim
a!1

1Z
0

f(x)dx lim
b!1

0Z
b

f(x)dx

yaz¬l¬r.

P:V

1Z
�1

f(x)dx = lim
a!1

aZ
�a

f(x)dx

olup lim
a!1

aZ
�a

f(x)dx ise f fonksiyonu Cauchy esas de¼ger anlam¬nda integrallen-

abilirdir denir.

1Z
�1

f(x)dx integrali yak¬nsak ise P:V

1Z
�1

f(x)dx integrali de

yak¬nsakt¬r, tersine P:V

1Z
�1

f(x)dx integrali yak¬nsak iken

1Z
�1

f(x)dx integrali

yak¬nsak olmayabilir. Örne¼gin, f(x) = x veya f(x) = sinx fonksiyonlar¬için bu
iki de¼ger birbirine eşit de¼gildir.
Uyar¬. Çift fonksiyonlar için Cauchy esas de¼ger ile normal de¼ger ayn¬anda

mevcuttur ve de¼gerleri eşittir. Ama tek fonksiyon için Cauchy esas de¼geri varken
normal de¼ger olmayabilir.

P:V

1Z
�1

f(x)dx integrali hesaplan¬rken x yerine z yaz¬l¬p düzleme geçilir.

Oluşan yeni f fonksiyonunun baz¬koşullar¬sa¼glmas¬sonucu P:V integrali rezidü
yard¬m¬yla hesaplan¬r.

Soru1.

1Z
�1

dx

x2 + 1
integralini hesaplay¬n¬z.
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Çözüm. f (x) =
1

x2 + 1
fonksiyonu çift fonksiyon oldu¼gundan

1Z
�1

dx

x2 + 1
= P:V

1Z
�1

dx

x2 + 1

olup, g (z) =
1

z2 + 1
olmak üzere �i noktalar¬g fonksiyonunun singüler nokta-

lar¬d¬r. Bu singüler noktalardan z1 = i singüler noktas¬üst yar¬düzlemdedir.
Yar¬çap¬R > 1 olmak üzere orijin merkezli, z1 = i singüler noktas¬n¬içeren çem-
berin üst yar¬s¬n¬ e¼grisi ile gösterelim. Bu e¼grinin üst düzlemde kalan k¬sm¬
CR olmak üzere  = CR [ [�R;R] yaz¬l¬r.  basit kapal¬e¼gri oldu¼gundan ve g
fonksiyonu z1 = i noktas¬d¬̧s¬nda  e¼grisi içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan
rezidü teoremi gere¼gince

RZ
�R

dx

x2 + 1
+

Z
CR

1

z2 + 1
dz = 2�iRes(g; i) (1)

yaz¬l¬r. CR e¼grisi üzerinde���� 1

z2 + 1

���� = 1

jz2 + 1j �
1

jjz2j � 1j =
1

jR2 � 1j =
1

R2 � 1

olup ������
Z
CR

1

z2 + 1
dz

������ �
Z
CR

���� 1

z2 + 1

���� dz � Z
CR

1

R2 � 1dz =
1

R2 � 1�R

R ! 1 için yukar¬daki eşitsizlik kullan¬larak lim
R!1

Z
CR

1

z2 + 1
dz = 0 bulunur.

(1) Eşitli¼ginden R ! 1 için limit al¬n¬rsa

1Z
�1

dx

x2 + 1
= 2�iRes(g; i) bulunur.

z1 = i noktas¬g fonksiyonunun basit kutup noktas¬olup

Res(g; i) = lim
z!z1

(z � z1) g(z) = lim
z!i

(z � i) 1

z2 + 1
=
1

2i

elde edilir. Buradan
1Z

�1

dx

x2 + 1
= 2�i

1

2i
= �

bulunur.

Soru2.

1Z
0

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx =

�

6
oldu¼gunu gösteriniz.
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Çözüm. f (x) =
x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
fonksiyonu çift fonksiyon oldu¼gundan

1Z
�1

x2dx

x2 + 1
= P:V

1Z
�1

x2dx

x2 + 1
dx olup, g (z) =

z2

(z2 + 1) (z2 + 4)
olmak üzere �i ve

�2i noktalar¬g fonksiyonunun singüler noktalar¬d¬r. Bu singüler noktalardan
z1 = i ve z2 = 2i singüler noktalar¬ üst yar¬ düzlemdedir. Yar¬çap¬R > 2
olmak üzere orijin merkezli, z1 ve z2 singüler noktalar¬n¬ içeren çemberin üst
yar¬s¬n¬ ile gösterelim. Bu e¼grinin üst düzlemde kalan k¬sm¬CR olmak üzere
 = CR[ [�R;R] yaz¬l¬r.  basit kapal¬e¼gri oldu¼gundan ve g fonksiyonu z1ve z2
noktalar¬d¬̧s¬nda  e¼grisi içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan rezidü teoremi
gere¼gince

RZ
�R

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx+

Z
CR

z2

(z2 + 1) (z2 + 4)
dz = 2�i [Res(g; i) +Res(g; 2i)]

(2)
yaz¬l¬r. CR üzerinde,���� z2

(z2 + 1) (z2 + 4)

���� = jzj2

jz2 + 1j jz2 + 4j �
jzj2

jjz2j � 1j jjz2j � 4j �
R2

(R2 � 1) (R2 � 4)
olup buradan������

Z
CR

g (z) dz

������ �
Z
CR

���� z2

(z2 + 1) (z2 + 4)

���� dz � Z
CR

R2

(R2 � 1) (R2 � 4)dz

=
R2

(R2 � 1) (R2 � 4)�R

elde edilir, R ! 1 için lim
R!1

Z
CR

g (z) dz = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla (2) eşitli¼gin-

den R ! 1 için

1Z
�1

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
= 2�i [Res(g; i) +Res(g; 2i)] yaz¬l¬r.

lim
z!z1

(z � i) g(z) = lim
z!i

z2

(z + i) (z2 + 4)
=
�1
6i

olup bu limit de¼geri mevcut ve

s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan z1 = i singüler noktas¬g fonksiyonunun basit kutup

noktas¬olup Res(g; i) de¼geri bu limit de¼geri olan
�1
6i

de¼gerine eşittir. Benzer

şekilde lim
z!z2

(z � 2i) g(z) = lim
z!i

z2

(z2 + 1) (z + 2i)
=

1

3i
olup, bu limit mevcut

ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan z1 = 2i singüler noktas¬da g fonksiyonunun ba-

sit kutup noktas¬d¬r ve Res(g; i) =
1

3i
yaz¬l¬r. Bu rezidü de¼gerleri kullan¬larak

1Z
�1

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx = 2�i

�
�1
6i
+
1

3i

�
elde edilir. f (x) =

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
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fonksiyonu çift fonksiyon oldu¼gundan

1Z
0

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx =

1

2

1Z
�1

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx

olup

1Z
0

x2

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx =

�

6
elde edilir.

Uyar¬1. P:V

1Z
�1

f(x)dx şeklindeki integraller aşa¼g¬daki teorem kullan¬larak

da hesaplanabilir. Asl¬nda yukar¬daki çözüm yönteminde de bu teoremin şartlar¬
elde edilerek çözüme ulaş¬l¬yor.
Teorem 12.1. f fonksiyonu Im z > 0 yar¬düzleminde sonlu say¬da z1; z2;

z3; � � � ; zn kutup noktalar¬na sahip olmak üzere, bu noktalar¬n d¬̧s¬nda üst yar¬
düzlemde analitik ve reel eksende sürekli olsun. E¼ger

lim
r!1

Z
Cr

f(z)dz = 0

ise

P:V:

1Z
�1

f(x)dx = 2�i
nX
j=1

Res
z=zj

f(z); Im zj > 0

sa¼glan¬r.

Uyar¬2. f rasyonel olmak üzere f(x) =
Pn(x)

Qm(x)
olsun. E¼ger m � n � 2 ve

8x 2 (�1;1) için Qm(x) 6= 0 ise yukar¬daki teoremin koşullar¬sa¼glan¬r.

Soru3. P:V:

1Z
�1

1

x2 + 3x+ 3
dx integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. P (x) = 1; Q(x) = x2 + 3x + 3 olmak üzere P ileQ polinomlar¬

aras¬ndaki derece fark¬ikidir. x2+3x+3 = 0 için x1;2 =
�3
2
� i
p
3

2
oldu¼gundan

8x 2 (�1;1) için Q(x) 6= 0 yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla Teorem12.1 şartlar¬sa¼glan¬r.

x1; x2 köklerinden
�3
2
+ i

p
3

2
üst yar¬düzlemde olup

P:V:

1Z
�1

1

x2 + 3x+ 3
dx = 2�iRes

z=z1
f(z)

yaz¬l¬r, burada f(z) = z2 + 3z + 3 ve z1 =
�3
2
+ i

p
3

2
olarak al¬nm¬̧st¬r.

Res
z=z1

f(z) =

�
1

2z + 3

�
z=z1

=
1

i
p
3
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oldu¼gundan

P:V:

1Z
�1

1

x2 + 3x+ 3
dx =

2�p
3

olarak elde edilir.
Al¬̧st¬rmalar
1. Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a.

1Z
�1

1

x2 + 1
dx

b. P:V

1Z
�1

1

(x2 + 1) (x2 + 4)
dx

c. P:V

1Z
�1

1

(x2 + 4x+ 5) (x2 + 4)
dx

d.

1Z
�1

1

(x2 + 4)
2 dx

2.

1Z
0

x2

x6 + 1
dx =

�

6
oldu¼gunu gösteriniz.

3.

1Z
0

x2

(x2 + 1)
2 dx =

�

4
oldu¼gunu gösteriniz.
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