12 P.V / f(z)dr BIGIMINDEKI INTEGRALLERIN

REZIiDU iLE HESABI

f(z) = 522 rasyonel fonksiyon olarak verilsin.
oo e} 0 0
Tanuml. /f(z:)dx = lim [ f(z)dx ve /f(a;)dx = blim f(z)dx olarak
0 0 oo b
tanimlanir. Dolayisiyla
[S9) oo 0 o0 0
/f(ac)dx = /f(ac)dx + /f(x)dx = lim f(m)dxblim /f(x)dac
—oo 0 —oo 0 b
yazilir.

oo a
P.V/f(z:)dxz lim [ f(z)dz
olup lim | f(z)dz ise f fonksiyonu Cauchy esas deger anlaminda integrallen-

—a

abilirdir denir. / f(z)dz integrali yakinsak ise P.V / f(z)dx integrali de

— 00 — 00

o0 o0
yakinsaktir, tersine P.V / f(x)dx integrali yakinsak iken / f(z)dz integrali
—0o0 — 00
yakimsak olmayabilir. Ornegin, f(z) = x veya f(x) = sinx fonksiyonlar1 igin bu
iki deger birbirine esit degildir.

Uyari. Cift fonksiyonlar i¢in Cauchy esas deger ile normal deger ayni anda
mevcuttur ve degerleri egittir. Ama tek fonksiyon igin Cauchy esas degeri varken
normal deger olmayabilir.

o0

PV / f(z)dx integrali hesaplanirken x yerine z yazilip diizleme gegilir.

— 00
Olugan yeni f fonksiyonunun bazi kogullar: saglmasi sonucu P.V integrali rezidii
yardimiyla hesaplanir.
(oo}

d
Sorul. iintegralini hesaplayiniz.
2 +1

— 00
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Coziim. f (z)

T fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan

2 +
7 dz 7 dz
—— =PV | —/—
/x2—|—1 /x2—|—1
—o0 —o0

1
olup, g (z) = Foa] olmak tizere Fi noktalar1 g fonksiyonunun singiiler nokta-

laridir. Bu singiﬁell" noktalardan z; = ¢ singiiler noktasi iist yar1 diizlemdedir.
Yarigapt R > 1 olmak {izere orijin merkezli, z; = ¢ singiiler noktasini igeren ¢em-
berin iist yarisini «y egrisi ile gosterelim. Bu egrinin iist diizlemde kalan kismi
Cr olmak iizere v = Cr U [— R, R] yazilir. v basit kapali egri oldugundan ve g
fonksiyonu z; = 7 noktasi diginda -y egrisi i¢inde ve iizerinde analitik oldugundan
rezidii teoremi geregince

R
dz 1 : ,
/az2 1 + /22 T 1dz = 2miRes(g,1) (1)
—R Cr

yazilir. Cr egrisi iizerinde

1 _ 1 < 1 B 1 1
2241 2241 T |22 -1 |R2-1] R2-1
olup
1 1 1 1
——dz| < ——|dz < dz = R
/22+1Z_/z2+1 Z_/R2—1Z R_1"
R R Cr

R — oo igin yukardaki esitsizlik kullanillarak lim [ ———dz = 0 bulunur.
R—oo ) 22 +1

Cr
oo

(1) Esitliginden R — oo igin limit alinirsa / = 2miRes(g,4) bulunur.

2 +1

— 00
z1 = ¢ noktas1 g fonksiyonunun basit kutup noktasi olup

1
R D) = 1 — =1 —1) 5 =
es(g,1) = lim (2 —21) g(2) = lim (2 —4) 5= = o
elde edilir. Buradan -
/ dix = 277@'l =T
x24+1 2%
bulunur.

Soru2 / 2 dr = il oldugunu gosteriniz
R R '

0
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Coziim. f(z) = TG0 fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan
v?dx [ ada 22 N ,
/ o P.V/ Tﬂdx olup, g (2) = m olmak tizere Fi ve

—0o0 —0o0
424 noktalar1 g fonksiyonunun singiiler noktalaridir. Bu singiiler noktalardan
z1 = i ve zo = 2i singiiler noktalar1 iist yari diizlemdedir. Yarigapt R > 2
olmak fizere orijin merkezli, z; ve zo singiiler noktalarini igeren gemberin {ist
yarisini vy ile gosterelim. Bu egrinin iist diizlemde kalan kismi Cr olmak {izere
v = CrU[—R, R] yazalir. ~ basit kapal egri oldugundan ve g fonksiyonu z;ve 2o
noktalar1 diginda ~y egrisi i¢inde ve iizerinde analitik oldugundan rezidii teoremi
geregince

R
/(9:2 n 1?(:02 vy dx + /mdz = 2mi [Res(g,1) + Res(g, 21)]
R Cr

2
yazilir. Cp tizerinde,
S I - R
(224 1) (224+4)| |22+ 1][22+4] ~ |22 —1]]|22] — 4] — (R2—1) (R2 —4)
olup buradan
R2

Js@a: /m’d“/wn(m@“

R CR CR
R2
T ®-1D(R2-4) R

2

IN

elde edilir, R — oo i¢in Rlim /g (2)dz = 0 bulunur. Dolayisiyla (2) egitligin-
— 00

Cr
den R — oo igin /($2+1) ey = 2mi[Res(g,1) + Res(g,2i)] yazlr.

A , )
ZILIEI (z—1i)g(z) = il—»ni(z—kz)zm =% olup bu limit degeri mevecut ve
sifirdan farkli oldugundan z; = 4 singiiler noktas: g fonksiyonunun basit kutup

noktasi olup Res(g,i) degeri bu limit degeri olan g— degerine egittir. Benzer
i

22

1
sekilde ZlerZl2 (z—=2i)g(z) = lﬂm =5 olup, bu limit mevcut

ve sifirdan farklh oldugundan z; = 2i singiiler noktasi da g fonksiyonunun ba-
1

sit kutup noktasidir ve Res(g,i) = 3 yazilir. Bu rezidii degerleri kullanilarak
i

2

z’ -1 1 s
/ D0 dx = 27 [61 + 31} elde edilir. f(z) = Er D0

— 00

o4



o0 oo

. . . 9 x? 1 22
fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan / RSy dx = 3 / T D@10 dx

0 — o0

olu 7 2 dr = T elde edilir
Pl @)@ +0™ 6 ‘
0

o0
Uyaril. PV / f(z)dz seklindeki integraller agagidaki teorem kullanilarak
— 00
da hesaplanabilir. Aslinda yukaridaki ¢oziim yonteminde de bu teoremin sartlar
elde edilerek ¢oziime ulagiliyor.
Teorem 12.1. f fonksiyonu Im z > 0 yar1 diizleminde sonlu sayida z7, 2o,
z3, -+ ,zn Kutup noktalarima sahip olmak iizere, bu noktalarin diginda {ist yar
diizlemde analitik ve reel eksende siirekli olsun. Eger

lim [ f(2)dz=0

Cr
ise -
PV. / f(z)dx = 2mi Z Res f(2); Imz; >0
e =
saglanir.
. P () y
Uyari12. f rasyonel olmak iizere f(z) = O (@) olsun. Eger m —n > 2 ve
m(T
Va € (—00,00) i¢in Q. (x) # 0 ise yukaridaki teoremin kogullar: saglanir.
T
Soru3. P.V. / mdw integralini hesaplayiniz.
—o0

Qoéziim. P(x) = 1, Q(x) = 2? + 3z + 3 olmak iizere P ileQ) polinomlar

-3 3
arasindaki derece farki ikidir. 22 +3z+3 = 0 icin Ti2 = - + zg oldugundan

Va € (—00,00) igin Q(z) # 0 yazilir. Dolayisiyla Teorem12.1 gartlari saglanir.

-3 3
x1, To koklerinden > + zg iist yar1 diizlemde olup

zZ=ZzZ1

—o0o

-3 3
yazilir, burada f(z) = 22 + 32+ 3 ve z; = -5 T z% olarak alinmigtir.

1 1
Resflz) = <22+3> i3

%)



oldugundan

1 2T
PV. | ———de = —
/ 22 +3z+3 V3

olarak elde edilir.
Aligtirmalar
1. Asagidaki integralleri hesaplayiniz.

1
—d
/J:2—|—1 v

—00

p

i 1
. PV d
/(z2—|—1)(z2—|—4) x

— o0

=2

7 1
. PV d
¢ /(z2+4m+5)(x2+4) v

o0

1

d. /ﬁdx

J (22 +4)

T 22 ™
2. / 6+1dm= s oldugunu gosteriniz.

x

0
3/x2d 2 oldugunu gosterini
. 2z = — oldugunu gosteriniz.
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