13 P.V / f(z)e**dr BICIMINDEKI INTEGRAL-

LERIN REZIDULER YARDIMIYLA HESABI

Sorul. PV / me2”d9€ integralini hesaplayimiz.
o eQiz
Coziim. f(z) = 2 675 olmak tizere 21 = 3 4+ 4i ve 29 = 3 — 44

f fonksiyonunun singiiler noktalaridir. Bunlardan z; iist yar1 diizlemdedir.
Yarigapt R > 5 olmak iizere orijin merkezli, z; singiiler noktasini igeren ¢em-
berin iist yarisini «y ile gosterelim. Bu egrinin iist diizlemde kalan kismi Cr
olmak tizere v = Cgr U [-R, R] yazﬂlr v basit kapah egri oldugundan ve f

rezidii teoremi geregince

R
/f(a:)d:ch /f(z)dz = 2miRes(f, z1) (3)
R Cr
e?iz 672y 1
yazilir. Cp tizerinde |f(2)| = R 25‘ < < 2GR 5
oldugundan
1
R
/ /= R? —G6R—25"
1

elde edilir, R — oo igin 7R — 0 olacagindan B}im /f (2)dz=0

Cr
bulunur. Dolaysiyla (3) esitliginden R — oo i¢in limit alinirsa

R2—-6R—25

oo

eZzz )
PV / m = 27TZR€S(f7 Zl)

2iz 1

lim 67_ = — €58 bulunur. Bulunan
z—3+4i(z — (3 —43)) 8

bu limit degeri mevcut ve sifirdan farkli oldugundan z; = 3 4 44 singiiler noktasi

f fonksiyonunun basit kutup noktasi olup Res(f,3441) degeri bu limit degerine

yazilir. lim (z — 21) f(2) =
zZ—2z1

T

m = 2miRes(f,21) = Zeﬁl olarak elde

esittir. Dolayisiyla P.V /

edilir.
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Ikinci yol olarak bu tiir sorular asagida verecegimiz teorem ile de ¢oziilebilir.

Lemma. (Jordan Lemmasi)

a > 0 olmak iizere

1) g fonksiyonu Dp :={z:|z| > R >0, Imz > 0} bolgesinde siirekli

2) Cr:={z:]2|=R>0, Imz >0} ve M(R) := max |g(z)| olmak iizere
z€CRr

Rlim M(R) = 0 ise, bu durumda

B}im g(2)e"**dz = 0
Cr

saglanir.
Teorem13.1. f rasyonel fonksiyon o > 0 olmak iizere Jordan Lemmasinin
tiim kogullar1 gergeklensin. Bu durumda

n

i) PV / f(x)el*vdy = 2mi Z Res  {f(z)e"**}
e =1 Z=Z
Imz; >0

n

ii) PV / f(z) cos (ax) dv = —27 Im Z Res [f(z)e]

=1 2=7

n

iii) P.V / f(z)sin (ax) dr = 27 Re Z Res [f(z)e"*?]

j=1 %= %,

Imz; >0
gergeklenir.
Soru2. Ilk soruyu yukarida verilen teoremi kullanarak coziiniiz.
Céziim. f(x) = P BT olup, f rasyonel fonksiyondur. o = 2
oldugundan o > 0 saglanir. f(z) = P —T = 0 igin z1 2 = 3+47 olup bun-

lardan z; = 3+ 44 iist yar1 diizlemdedir. f fonksiyonu R > 5 olmak iizere Dp :=

{z:]z| 2 R, Imz > 0} bolgesinde siirekli ve Cg := {z : |[2| = R > 0, Imz > 0}
1

icin M(R) := <

igin M(R) := max 22—6z+25‘ “R'16R-25

Jordan Lemmas: sartlar: saglanir. Theorem13.1 geregince

0 (R — o0) oldugundan

. 7 o2ix - o2 . o2
' /m276x+25 - <z262+25>_ milim (2= 2) 5555

e2iz T )
= omilim — = S
IR (3—4i) 4e8€

bulunur.
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oo

3
Soru3. / CTde integralini hesaplayiniz.
x4+ 1
—0o0
3
Coziim. g(z) = % fonksiyonu ¢ift fonksiyon oldugundan
x

OOcos3m C>Ocos?)ac
——dx = P. —d
/xQ—I—l o V/a:2+1 o

saglanmir. 11k yol olarak Teorem12.1 kullanilabilir. Ikinci yol olarak asagida
verilen ¢oziim yolu izlenir.

¥ cos 3 7 Re (ei37) s (ei37)
/:102—1—13: / 21 e/xz—i—lz
eiBZ
flz) = oo denilirse 2?2 + 1 = 0 icin z = =44, f fonksiyonunun singiiler

noktalaridir. Bunlardan z = ¢ iist yarn diizlemdedir. Yaricapt R > 1 olmak
iizere orijin merkezli, z = ¢ singiiler noktasini iceren gemberin {ist yarisini v ile
gosterelim. Bu egrinin iist diizlemde kalan kismi Cr olmak iizere v = Cr U
[-R, R] yazlir. v basit kapali egri oldugundan ve f fonksiyonu z = ¢ noktasi
disinda ~y egrisi i¢inde ve {izerinde analitik oldugundan rezidii teoremi geregince

R
/f(z)d:ch /f(z)dz = 2miRes(f,1) (4)
R Cr
yazilir. Cp tizerinde z = x + iy olmak {izere
ei3z e~ 1
= <
101=| 5] < o <

olup

/f(z)dz < R21_17TR—>0, (R — o0)

elde edilir. Dolayisiyla (4) esitliginden R — oo igin limit alinirsa

oo

/f(x)dx = 2miRes(f,1)

-3
yazilir. lim (z — 1) f(2) = e—, olup bu limit degeri meveut ve sifirdan farkh

oldugundan z = ¢ singiiler noktasi f fonksiyonunun basit kutup noktasidir. Bu
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durumda fonksiyonun i noktadaki rezidiisii bu limit degerine esittir.

i3 -3
/ mjﬁdm = 2miRes(f,i) = 27ri62—i = g
olacagindan
T cos3z T (e"3)
/ 2+1dx:Re/x2+1dx:§
elde edilir.
rsinx

sdz integralini hesaplayiniz.

Soru4. PV /
E (z249) (22 +1)

Coziim.
T zsin z T zIm e
V/ dz = P.V/ dz
(22 49) (22 +1)° o (2249) (2 + 1)
= P.Vlm/ = Sdz
(224+9)(22+1)

1z

ze
(22 +9) (22 + 1)
noktalari olup bunlardan z; =i ve z = 3i iist yar1 diizlemdedir. Yarigapt R > 3
olmak iizere orijin merkezli, z; = i ve z = 3¢ singiiler noktalarini iceren gemberin
iist yarisini v ile gosterelim. Bu egrinin iist diizlemde kalan kismi Cr olmak
tizere v = Cr U [—R, R] yazilir. v basit kapal egri oldugundan ve f fonksiyonu

olup z12 = i ve z34 = £3i f(2) = fonksiyonunun singiiler

teoremi geregince

R
[ #arda s [ 51z = 2ri(Res(£,1) + Res(£,30) (5)
-“R Cr
yazilir. Cp tizerinde z = x + iy olmak {iizere
—y
7 (9] < —L¢ T Tyl
‘|z\2—1‘ \z|2—9‘ |[R2 -1 |R2-9] (R?2-1)"(R?2-9)
olup

(R? —1)* (R - 9)

/f(z)dz < i 7R — 0, (R— o)
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bulunur. (5) esitliginden R — oo igin limit alinirsa

o0 .
melfl’
P.V/ dxr = 2mi [Res(f,1) + Res(f, 3t
olur. lim (z —i)* f (z) = 3_—226 oldugundan z; = 4, f fonksiyuonunun 2. mer-

tebeden kutup noktasidir.

d et? 3
R /) = lim— -
€S(f,’t) zl—%dz ((22 + 9) (22 + 1)2> 128e

iz -3
bulunur. ll_)ml (z=31) f(2) = ll—>m¢ - 3;6(22 T = i% oldugundan zy = 3i,
3

f fonksiyuonunun basit kutup noktasidir, ve Res(f, 3i) = i78 yazilir. Dolayisiyla
[m’ (14 3€2)

7 xe 3 e3
PV de =27 — + — | =
/ (2 19) (@2 1 1)2 T i (1286 + 128) olarak elde

64e3
T i 1+ 3e?
edilir. Buradan P.V / it sdr = M bulunur.
(224+9) (224 1) 64e
Alistirmalar
o0 .
1. PV / %dw integralini hesaplayiniz.
(o) - 3

2. / %dz integralini hesaplayiniz.

(z2 +4)

2
3. / %dm integralini hesaplayiniz.
(z2+9)

— 00
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