
13 P.V

1Z
�1

f(x)ei�xdx B·IÇ·IM·INDEK·I ·INTEGRAL-

LER·INREZ·IDÜLERYARDIMIYLAHESABI

Soru1. P:V

1Z
�1

1

x2 � 6x+ 25e
2ixdx integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. f(z) =
e2iz

z2 � 6z + 25 olmak üzere z1 = 3 + 4i ve z2 = 3 � 4i
f fonksiyonunun singüler noktalar¬d¬r. Bunlardan z1 üst yar¬ düzlemdedir.
Yar¬çap¬R > 5 olmak üzere orijin merkezli, z1 singüler noktas¬n¬ içeren çem-
berin üst yar¬s¬n¬  ile gösterelim. Bu e¼grinin üst düzlemde kalan k¬sm¬CR
olmak üzere  = CR [ [�R;R] yaz¬l¬r.  basit kapal¬ e¼gri oldu¼gundan ve f
fonksiyonu z1 noktas¬d¬̧s¬nda  e¼grisi içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan
rezidü teoremi gere¼gince

RZ
�R

f(x)dx+

Z
CR

f(z)dz = 2�iRes(f; z1) (3)

yaz¬l¬r. CR üzerinde jf(z)j =
���� e2iz

z2 � 6z + 25

���� � e�2y���jzj2 + 6 jzj���� 25 � 1

R2 � 6R� 25

oldu¼gundan ������
Z
CR

f (z) dz

������ � 1

R2 � 6R� 25�R

elde edilir, R ! 1 için
1

R2 � 6R� 25�R ! 0 olaca¼g¬ndan lim
R!1

Z
CR

f (z) dz = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla (3) eşitli¼ginden R!1 için limit al¬n¬rsa

P:V

1Z
�1

e2ix

x2 � 6x+ 25 = 2�iRes(f; z1)

yaz¬l¬r. lim
z!z1

(z � z1) f(z) = lim
z!3+4i

e2iz

(z � (3� 4i)) =
1

8i
e6i�8 bulunur. Bulunan

bu limit de¼geri mevcut ve s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan z1 = 3+4i singüler noktas¬
f fonksiyonunun basit kutup noktas¬olup Res(f; 3+4i) de¼geri bu limit de¼gerine

eşittir. Dolay¬s¬yla P:V

1Z
�1

e2ix

x2 � 6x+ 25 = 2�iRes(f; z1) =
�

4
e6i�8 olarak elde

edilir.
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·Ikinci yol olarak bu tür sorular aşa¼g¬da verece¼gimiz teorem ile de çözülebilir.
Lemma. (Jordan Lemmas¬)
� > 0 olmak üzere
1) g fonksiyonu DR := fz : jzj � R > 0; Im z � 0g bölgesinde sürekli
2) CR := fz : jzj = R > 0; Im z � 0g ve M(R) := max

z2CR
jg(z)j olmak üzere

lim
R!1

M(R) = 0 ise, bu durumda

lim
R!1

Z
CR

g(z)ei�zdz = 0

sa¼glan¬r.
Teorem13.1. f rasyonel fonksiyon � > 0 olmak üzere Jordan Lemmas¬n¬n

tüm koşullar¬gerçeklensin. Bu durumda

i) P:V

1Z
�1

f(x)ei�xdx = 2�i

nX
j=1

Res
z = zj;
Im zj > 0

�
f(z)ei�z

	

ii) P:V

1Z
�1

f(x) cos (�x) dx = �2� Im

8>>><>>>:
nX
j=1

Res
z = zj;
Im zj > 0

�
f(z)ei�z

�
9>>>=>>>;

iii) P:V

1Z
�1

f(x) sin (�x) dx = 2�Re

8>>><>>>:
nX
j=1

Res
z = zj;
Im zj > 0

�
f(z)ei�z

�
9>>>=>>>;

gerçeklenir.
Soru2. ·Ilk soruyu yukar¬da verilen teoremi kullanarak çözünüz.

Çözüm. f(x) =
1

x2 � 6x+ 25 olup, f rasyonel fonksiyondur. � = 2

oldu¼gundan � > 0 sa¼glan¬r. f (z) =
1

z2 � 6z + 25 = 0 için z1;2 = 3�4i olup bun-
lardan z1 = 3+4i üst yar¬düzlemdedir. f fonksiyonu R > 5 olmak üzere DR :=
fz : jzj � R; Im z � 0g bölgesinde sürekli ve CR := fz : jzj = R > 0; Im z � 0g

içinM(R) := max
z2CR

���� 1

z2 � 6z + 25

���� � 1

R2 + 6R� 25 ! 0 (R!1) oldu¼gundan
Jordan Lemmas¬şartlar¬sa¼glan¬r. Theorem13.1 gere¼gince

P:V

1Z
�1

e2ix

x2 � 6x+ 25 = 2�iRes
z=z1

�
e2iz

z2 � 6z + 25

�
= 2�i lim

z!z1
(z � z1)

e2iz

z2 � 6z + 25

= 2�i lim
z!z1

e2iz

z � (3� 4i) =
�

4e8
e6i

bulunur.
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Soru3.

1Z
�1

cos 3x

x2 + 1
dx integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm. g(x) =
cos 3x

x2 + 1
fonksiyonu çift fonksiyon oldu¼gundan

1Z
�1

cos 3x

x2 + 1
dx = P:V

1Z
�1

cos 3x

x2 + 1
dx

sa¼glan¬r. ·Ilk yol olarak Teorem12.1 kullan¬labilir. ·Ikinci yol olarak aşa¼g¬da
verilen çözüm yolu izlenir.

1Z
�1

cos 3x

x2 + 1
dx =

1Z
�1

Re
�
ei3x

�
x2 + 1

dx = Re

1Z
�1

�
ei3x

�
x2 + 1

dx

f(z) =
ei3z

z2 + 1
denilirse z2 + 1 = 0 için z = �i; f fonksiyonunun singüler

noktalar¬d¬r. Bunlardan z = i üst yar¬ düzlemdedir. Yar¬çap¬R > 1 olmak
üzere orijin merkezli, z = i singüler noktas¬n¬içeren çemberin üst yar¬s¬n¬ ile
gösterelim. Bu e¼grinin üst düzlemde kalan k¬sm¬CR olmak üzere  = CR [
[�R;R] yaz¬l¬r.  basit kapal¬e¼gri oldu¼gundan ve f fonksiyonu z = i noktas¬
d¬̧s¬nda  e¼grisi içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan rezidü teoremi gere¼gince

RZ
�R

f(x)dx+

Z
CR

f(z)dz = 2�iRes(f; i) (4)

yaz¬l¬r. CR üzerinde z = x+ iy olmak üzere

jf (z)j =
���� ei3zz2 + 1

���� � e�ay

jzj2 � 1
� 1

R2 � 1

olup ������
Z
CR

f(z)dz

������ � 1

R2 � 1�R! 0; (R!1)

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4) eşitli¼ginden R!1 için limit al¬n¬rsa

1Z
�1

f(x)dx = 2�iRes(f; i)

yaz¬l¬r. lim
z!i

(z � i) f(z) = e�3

2i
olup bu limit de¼geri mevcut ve s¬f¬rdan farkl¬

oldu¼gundan z = i singüler noktas¬f fonksiyonunun basit kutup noktas¬d¬r. Bu
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durumda fonksiyonun i noktadaki rezidüsü bu limit de¼gerine eşittir.

1Z
�1

ei3x

x2 + 1
dx = 2�iRes(f; i) = 2�i

e�3

2i
=

�

e3

olaca¼g¬ndan
1Z

�1

cos 3x

x2 + 1
dx = Re

1Z
�1

�
ei3x

�
x2 + 1

dx =
�

e3

elde edilir.

Soru4. P:V

1Z
�1

x sinx

(x2 + 9) (x2 + 1)
2 dx integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm.

P:V

1Z
�1

z sin z

(z2 + 9) (z2 + 1)
2 dz = P:V

1Z
�1

z Im eiz

(z2 + 9) (z2 + 1)
2 dz

= P:V Im

1Z
�1

zeiz

(z2 + 9) (z2 + 1)
2 dz

olup z1;2 = �i ve z3;4 = �3i f(z) =
zeiz

(z2 + 9) (z2 + 1)
2 fonksiyonunun singüler

noktalar¬olup bunlardan z1 = i ve z = 3i üst yar¬düzlemdedir. Yar¬çap¬R > 3
olmak üzere orijin merkezli, z1 = i ve z = 3i singüler noktalar¬n¬içeren çemberin
üst yar¬s¬n¬ ile gösterelim. Bu e¼grinin üst düzlemde kalan k¬sm¬CR olmak
üzere  = CR [ [�R;R] yaz¬l¬r.  basit kapal¬e¼gri oldu¼gundan ve f fonksiyonu
z1; z2 noktalar¬d¬̧s¬nda  e¼grisi içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan rezidü
teoremi gere¼gince

RZ
�R

f(x)dx+

Z
CR

f(z)dz = 2�i [Res(f; i) +Res(f; 3i)] (5)

yaz¬l¬r. CR üzerinde z = x+ iy olmak üzere

jf (z)j � jzj e�y���jzj2 � 1���2 ���jzj2 � 9��� �
R

jR2 � 1j2 jR2 � 9j
<

R

(R2 � 1)2 (R2 � 9)

olup ������
Z
CR

f(z)dz

������ � R

(R2 � 1)2 (R2 � 9)
�R! 0; (R!1)
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bulunur. (5) eşitli¼ginden R!1 için limit al¬n¬rsa

P:V

1Z
�1

xeix

(x2 + 9) (x2 + 1)
2 dx = 2�i [Res(f; i) +Res(f; 3i)]

olur. lim
z!i

(z � i)2 f (z) = �i
32e

oldu¼gundan z1 = i, f fonksiyuonunun 2. mer-

tebeden kutup noktas¬d¬r.

Res(f; i) = lim
z!i

d

dz

 
zeiz

(z2 + 9) (z2 + 1)
2

!
=

3

128e

bulunur. lim
z!i

(z � 3i) f (z) = lim
z!i

zeiz

(z + 3i) (z2 + 1)
2 =

e�3

128
oldu¼gundan z2 = 3i,

f fonksiyuonunun basit kutup noktas¬d¬r, veRes(f; 3i) =
e�3

128
yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla

P:V

1Z
�1

xeix

(x2 + 9) (x2 + 1)
2 dx = 2�i

�
3

128e
+
e�3

128

�
=

"
�i
�
1 + 3e2

�
64e3

#
olarak elde

edilir. Buradan P:V

1Z
�1

x sinx

(x2 + 9) (x2 + 1)
2 dx =

�
�
1 + 3e2

�
64e3

bulunur.

Al¬̧st¬rmalar

1. P:V

1Z
�1

sinx

x2 + 4x+ 5
dx integralini hesaplay¬n¬z.

2.

1Z
�1

cos 3x

(x2 + 4)
2 dx integralini hesaplay¬n¬z.

3.

1Z
�1

cos 2x

(x2 + 9)
2 dx integralini hesaplay¬n¬z.
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