
14 ARGUMAN ·ILKES·I VEROUCHETEOREM·I

Teorem14.1. f fonksiyonu basit kapal¬ çevresinin içinde ve üzerinde analitik
olmak üzere bu çevre içinde sonlu say¬da a1; a2; : : : ; ak s¬f¬rlar¬na sahip olsun.
Ayr¬ca n1; n2; : : : ; nk bu s¬f¬rlar¬n kat¬ise,
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gerçeklenir.
Tan¬m1. n1+n2+ : : :+nk = N say¬s¬na f fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬

denir.
Tan¬m2. (Argüment De¼gi̧simi)
 kapal¬bir e¼gri olsun. z0,  üzerinde bulunmayan herhangibir nokta ol-

sun. E¼ger z;  e¼grisini tararsa (z � z0) say¬s¬n¬n argümentinde olan de¼gi̧sme
� arg (z � z0) ile gösterilir ve bu de¼gi̧sime argüment de¼gi̧simi denir.
Teorem14.2. f fonksiyonu bir B bölgesinde analitik bir fonksiyon,  ise B

de bulunan ve f fonksiyonunun hiçbir s¬f¬r ve kutup yerinden geçmeyen basit
kapal¬ e¼gri olsun. f fonksiyonunun  içindeki s¬f¬r yerlerinin say¬s¬N , kutup
yerlerinin say¬s¬P ise

1

2�i

Z


f
0
(z)

f(z)
dz = N � P = 1

2�
� arg f(z)

sa¼glan¬r.
Teorem14.3. (Rouche Teoremi)
f ve g fonksiyonlar¬basit kapal¬C çevresinin üzerinde ve içinde analitik ve

C üzerinde jf(z)j > jg(z)j olsun. Bu durumda f ve f + g fonksiyonlar¬C içinde
ayn¬say¬da s¬f¬ra sahiptirler.
Soru1. z5 � 15z + 1 = 0 denkleminin jzj = 2 çemberi içindeki köklerinin

say¬s¬n¬bulunuz.
Çözüm. f(z) = z5; g (z) = �15z + 1 olmak üzere C : jzj = 2 üzerinde,

jf (z)j = jzj5 = 25 = 32 ve jg (z)j = j�15z + 1j � 15 jzj + 1 = 31 oldu¼gundan
jf (z)j > jg (z)j sa¼glan¬r. C basit, kapal¬çevre f ve g fonksiyonlar¬C içinde ve
üzerinde analitik oldu¼gundan Rouche Teoremi gere¼gince f ile f+g fonksiyonlar¬
C içinde ayn¬ say¬da s¬f¬ra sahiptir. f fonksiyonunun C içinde beş tane s¬f¬r¬
bulundu¼gundan f + g fonksiyonu da C içinde beş s¬f¬ra sahiptir.
Soru2. z5 � 15z + 1 = 0 denkleminin jzj = 1 çemberi içindeki köklerinin

say¬s¬n¬bulunuz.
Çözüm f(z) = �15z; g (z) = z5 + 1 olmak üzere C : jzj = 1 üzerinde,

jf (z)j = 15 jzj = 15 ve jg (z)j =
��z5 + 1�� � jzj5+1 = 2 oldu¼gundan C üzerindeki

her z için jf (z)j > jg (z)j sa¼glan¬r. C basit, kapal¬çevre f ve g fonksiyonlar¬
C içinde ve üzerinde analitik oldu¼gundan Rouche Teoremi gere¼gince f ile f + g
fonksiyonlar¬C içinde ayn¬say¬da s¬f¬ra sahiptir. f fonksiyonunun C içinde bir
tane s¬f¬r¬bulundu¼gundan f + g fonksiyonu da C içinde bir s¬f¬ra sahiptir. Bu
s¬f¬rda z = 0 noktas¬d¬r.
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Sonuç1. Soru1 ve Soru2 kullan¬larak z5 � 15z + 1 = 0 denkleminin 1 <
jzj < 2 bölgesinde 5� 1 = 4 tane kökü vard¬r.
Soru3. z8 � 4z5 + z2 � 1 = 0 denkleminin jzj < 1 içinde kaç tane kökü

oldu¼gunu bulunuz.
Çözüm. f(z) = �4z5 � 1; g (z) = z8 + z2 olmak üzere C : jzj = 1 üzerinde

ve içinde f; g fonksiyonlar¬analitiktir. C : jzj = 1 üzerinde,

jf (z)j =
���4z5 � 1�� � ���4 jzj5 � 1��� = 3

ve jg (z)j =
��z8 + z2�� � jzj8 + jzj2 = 2 olup 8z 2 jzj = 1 için jf (z)j > jg (z)j

sa¼glan¬r. Ayr¬ca C basit kapal¬bir çevredir. Rouche teoreminden f ile f + g
fonksiyonlar¬C içinde ayn¬say¬da s¬f¬ra sahiptir.

�4z5 � 1 = 0) z5 =
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olup
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oldu¼gundan f fonksiyonunun bütün s¬f¬rlar¬C çevresinin içindedir..f fonksiy-
onunun C içinde beş tane s¬f¬r¬bulundu¼gundan f + g fonksiyonu da C içinde
beş s¬f¬r¬vard¬r.
Soru4. f(z) = (z + 2) (z + 3) olsun. jcj < 2 olmak üzere birim çemberin

içinde f(z) 6= c oldu¼gunu gösteriniz.
Çözüm. Birim çemberin üzerinde

jf (z)j = jz + 2j jz + 3j � jjzj � 2j jjzj � 3j = 2

sa¼glan¬r. g (z) = �c olsun. jg (z)j < jcj < 2 oldu¼gundan birim çember üzerindeki
her z de¼geri için jf (z)j > jg (z)j yaz¬l¬r. f ve g fonksiyonlar¬ birim çember
içinde ve üzerinde analitik ve birim çember basit, kapal¬e¼gri oldu¼gundan Rouche
Teoremi gere¼gince f ile f + g fonksiyonlar¬n¬n birim çember içindeki s¬f¬rlar¬n¬n
say¬s¬ayn¬d¬r. f fonksiyonunun bu bölgede hiç s¬f¬r¬olmad¬¼g¬ndan

f (z) + g(z) = (z + 2) (z + 3)� c = 0

denkleminin de birim çemberin içinde hiç kökü yoktur. Di¼ger bir ifadeyle birim
çemberin içinde

f (z) = (z + 2) (z + 3) 6= c

sa¼glan¬r.

Soru5. f(z) =
z2 + 3z � 4
(z � 3)3

; � (t) = 5eit; 0 � t � 2� olsun.
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integralini hesaplay¬n¬z.
Çözüm. f fonksiyonu Teorem14.2 şartlar¬n¬sa¼glar, bu teorem kullan¬larak
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yaz¬l¬r. f fonksiyonunun � içinde 2 tane s¬f¬r yeri 3 tane kutup yeri oldu¼gundan
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bulunur.

Soru6. I =
Z

jzj=4

3z2 + 2z � 5
z3 + z2 � 5z + 3dz integralini Teorem13.2 kullanarak hesaplay¬n¬z.

Çözüm. f(z) = z3+z2�5z+3 olarak al¬n¬rsa d

dz
f (z) = z2+2z�5 yaz¬l¬r.

C : jzj = 4 çevresi sözkonusu teoremin şartlar¬n¬sa¼glar. f (z) = 0 denkleminin
kökleri z1 = 1; z2 = 1; z3 = �3 oldu¼gundan teoremde geçen N = 3 bulunur.
f (z) = 0 denkleminin kutubu olmad¬¼g¬ndan teoremde geçen P = 0 olup

I =

Z
jzj=4

3z2 + 2z � 5
z3 + z2 � 5z + 3dz = 2�i (N � P ) = 6�i

elde edilir.
Al¬̧st¬rmalar
1. 2z7 + 11z2 � 1 = 0 denkleminin
a) jzj < 1 bölgesindeki köklerinin say¬s¬n¬bulunuz.
b) jzj > 1 bölgesindeki köklerinin say¬s¬n¬bulunuz.
2. z4 � 12z + 10 = 0 denkleminin D = fz : 1 < jzj < 3g bölgesindeki kök-

lerinin say¬s¬n¬bulunuz.
3. f(z) = z7�5z3+12 fonksiyonunun tüm s¬f¬rlar¬n¬n 1 < jzj < 2 bölgesinde

bulundu¼gunu gösteriniz.
4. z+3+2ez = 0 denkleminin, sol yar¬düzlemde bir tek kökünün oldu¼gunu

gösteriniz.

5. jcj < 1

4
ve f(z) =

�
z � 1
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z +
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�
olmak üzere f fonksiyonunun aç¬k

birim yuvarda, c de¼gerini iki defa ald¬¼g¬n¬gösteriniz.
6. f(z) = 6z4 + z3 � 2z2 + z � 1 ve C çevresi jzj = 1 birim çemberi olmak

üzere
Z
C

f
0
(z)

f(z)
dz integralini hesaplay¬n¬z.
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