Sayisal Integral

4.52 Saysal Integral

Sayisal integral bagimsiz bir degiskene bagli sayisal degerlerin tammladig) egri ile yatay eksen (y=0)
arasinda kalan alamn toplamina esittir. Farkli veriler igin konusuldugunda integralin fiziksel anlam da
degisebilir. Ornegin hareketli bir cismin zamana gore hizimn integrali cismin toplam yer degistirmesini

verecektir. Sayisal integral ile hesaplanmak istenen
b

| = f (x)dx

ifadesidir. Bu hesaplama igin gesitli yontemler onerilmistir. Yamuk kurali (trapez], Simpson yontemi,
Gauss integrasyonu, Romberg integrasyonu gibi yontemler bunlara 6rnek verilebilir. Bunlardan en sik
kullamlanlardan biri yamuk kuralidir. Buna gore egri ile x ekseni arasinda kalan alan kigtk yamuklara
aynlarak hesaplanir (Sekil 4.27). Bir yamugun alam

A: (hl—;hZ) dX

bagintis ile verilir. Burada hy ve he yamugun birbirine paralel kenarlanmn uzunluklan, dx ise
yuksekligidir. Sekil 4.27'da egri ile x ekseni arasinda kalan alamin, dx adimlarla aynklastinlmasi ile
olusan yamuklar gorilebilmektedir. Buradaki varsayim segilen dx araliginda veri ya da fonksiyon
degerlerindeki degisimin dogrusal oldugudur.

Sekil 4.1Yamuk kuraliile integral alma
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(i) fonksiyonun aynk degerlerinin veya sayisal verilerin sira numarasim gostermek Gzere i ve i+l
numarali veriler arasinda olusan yamuk asagidaki gibidir. Bu yamugun birbirine paralel olan
kenarlanmn uzunluklan sirastile (i) ve f(i+1)'dir. Yamugun yiksekligi ise dx kadardir (Sekil 4.28)

f(i+1)

f(/

dx
Sekil 4. 2 Yamuk kuralinda alamn yamuklara bolinmesi

Verilen yamugun alan

A:wdx

bagintisi ile hesaplanabilir. Egri altinda kalan tum yamuklann alanlanni ise
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toplam ile verilebilir. Burada toplami olusturan terimler incelendiginde f(1) ve f[n) disindaki tim aynk
degerlerin iki kez tekrarlandig gorulebilir. Buna gore dizenleme yapildiginda

| ;%[f(lﬂ f(n)+2"2l fi}

ifadesi elde edilir. Yukandaki ifade aynk noktalarda tammb f fonksiyonunun integralini yamuk kurali ile
vermektedir. Buradaki yaklasik esit ifadesi fonksiyonun tum x(i), x(i+1) arabklannda dogrusal
davranmasi durumunda esittir ifadesine déntsecektir. Yamuk kural ile sayisal integral hesaplanmasr
igin verilen ifade asagida bir ornek igin isletilmistir.

% Sinama verisi dretiliyor

dx = .01;
x = -pi/2:dx:pi/2;
f = cos(x);

% Sayisal integral (yamuk kurali ile)

I = (dx/2)*(f(1l)+f(end)+2*sum(f (2:end-1)))
% Analitik deger

A = sin(pi/2)-(sin(-pi/2))
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Gorulecegi tzere sayisal integral ile beklenilen degerler uyumludur. Burada verilen hesaplamay
yuraten MATLAB kutuphanesinde trapz isimli bir fonksiyon bulunmaktadir. Fonksiyonun genel
kullanimi

I = trapz(x,V)

seklindedir. Burada x, yatay eksen degerleri, y ise bu yatay eksen degerlerindeki sayisal verilerdir.
Yukanda kullamlan sinama verisiicin

IT=trapz (%, £f)
IT=
2.0000

seklinde gaginlarak kullamlabilir. Sayisal veriler yerine bir fonksiyonun belirli bir araliktaki integrali
hesaplanmak isteniyorsa Simpson yéntemini kullanan MATLAB fonksiyonu quad  kullamlabilir.

f = @(x) exp(-x)
= quad(f,0,3)
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program pargasi f(x)=e™ fonksiyonunun [0 3] araligindaki integralini hesaplamaktadir. Burada

anlatilanlar disinda sayisal tirev ve integral islemlerinde kullamlabilecek gesitli MATLAB fonksiyonlan
ve kisa kullamm amaglan asagidaki gizelgede verilmistir.



Cizelge 4. 1 MATLAB kutuphanesinde yer alan gesitli sayisal tirev ve integrasyon fonksiyonlar

Fonksiyon adi Kullamm amaci
cumtrapz Yamuklann alanlanm birikimli olarak veren integral alma
fonksiyonu

gradient Sayisal gradyen

del2 Aynk Laplacien

integral Sayisal integral

integral? Iki katl integral

integral3 Ug katl integral

Albstirmalar

1.

f(x)=1-e™ fonksiyonunun sayisal turevini [0 3] arabginda dx=0.01 adm boyu igin

hesaplayiniz. Fonksiyonun analitik tarevi f'(x) =e™ bagintisi ile hesaplanabilir. Buna gore
analitik turev ile sayisal turev arasindaki hatay
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bagintisi ile hesaplayiniz. Burada n veri sayisim, h hesaplanan turev degerlerini, a ise analitik
turev degerlerini gostermektedir. Aym hata hesaplamasim dx'in 0.5, 0.1, 0.05 0.01 degerler
igin de yaparak dx ile hesaplama hatasi arasindaki iliskiyi gizdiriniz.

Duz bir yol Gzerinde hareket eden bir cismin zamana karsi olgtlen hiz degerleri asagidaki
gibidir. Cismin toplam yer degistirmesini sayisal integrasyon ile bulan bir MATLAB programi
yaziniz.

t(s) 0 |1 22 [31 |42 5 6.5 7.7 9 10

V(m/s) | O 281 6.22 8.81 12.01 | 1435 | 18.80 | 22.41 | 26.36 | 29.44

http://go0.gl/2IGFPk adresinden indireceginiz mat-dosyasi igeriginde bir deprem sirasinda
zamana karsi élgulmas iz degerleri bulunmaktadir (t ve v degiskenlerinde). Hizin zamana gore
turevinin hareketin ivmesini verdigi bilgisinden yola cikarak aym istasyondaki yer ivme
degerlerini hesaplayarak gizdiriniz. Hesaplamalarda deprem kaydimin ilk 200 saniyesini
kullarmmnz.



http://goo.gl/2lGFPk
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