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1. Analize Giris

1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Bu kisimda reel degiskenli ve reel degerli (yani; X C R ve Y C R)
en cok kullanilan fonksiyonlar tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin
ozellikleri incelenecektir.

Analize Giris



1. Analize Giris

1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Tanim 1.5.1.

X CRveY C R olmak tlizere
f,.g: X—=>Y

fonksiyonlari verilisin. Bu iki fonksiyonun f + ¢ toplami, f — g farki,
f.g carpimi veé boliimii sirasiyla

9 = f@©+3E
-9 = F()-g0)
(D)) = F() gl

Ao - f0
Dw = L8 swro

seklinde tanimlanir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Not 1.5.2.

f + g toplami, f — g farki, f.g carpimi f ve g fonksiyonlarinin

tamimh oldugu her noktada; u fonksiyonu da g (x) = 0 denklemini
saglayan x noktalari hari¢ diger tim noktalarda tanimhdir

Ornegin; f (x) = v/x —1 ve ¢ (x) = /5 — x fonksiyonlari igin

D(f) = [L+o)
D(g) = (=,
D(f+g) =

D(f-g)=D(fg) =[L5]
’i =
D <g [1,5)

dir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Tanim 1.5.3.
f:X=Y
fonksiyonu verilsin. Her x € X icin
x+TeXvef(x+T)=f(x)

olacak sekilde T > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna periyodik
fonksiyon, T sayisina da f fonksiyonunun bir periyodu denir. Eger
bu periyotlarin en kii¢iigii varsa bu sayiya f fonksiyonunun esas
periyodu denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

f:X=Y
fonksiyonu verilsin.
(1) Her x1,xp € X dyle ki x1 < xp igin f (x1) < f (x2) ise f
fonksiyonuna X lzerinde artan,
(i) Her x1,xp € X Oyle ki x1 < x2 igin f (x1) < f (xp) ise f
fonksiyonuna X lizerinde azalmayan,
(le) Her xq,xp € X oyle ki x1 < x2 iginf(xz) <f(x1) isef
fonksiyonuna X lizerinde azalan,
(iv) Her x1,xp € X dyle ki x1 < xz igin f (x2) < f(x1) ise f
fonksiyonuna X lizerinde artmayan
fonksiyon denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Not 1.5.5.

Yukarda listelenen tipte fonksiyonlara X tizerinde monoton
fonksiyon adi verilir.

Tanim 1.5.6.
X C R olmak tizere her x € X icin —x € X oluyorsa X kiimesine
simetrik kiime adi verilir.

| A

A
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Tanim 1.5.7.
X C R simetrik kiime ve

f:X=Y

fonksiyon olsun.

(i) Her x € X icin f (—x) = f (x) ise f fonksiyonuna cift fonksiyon,
(ii) Her x € X i¢in f (—x) = —f (x) ise f fonksiyonuna tek
fonksiyon

adi verilir.

Analize Giris



1. Analize Giris
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Tanim 1.5.8.
X C R ve
f:X—R
fonksiyon olsun.
(1) Her x € X icin
flx) <M

olacak sekilde M € R sayisi mevcut ise f fonksiyonuna X iizerinde
ustten sinirli fonksiyon denir.
(ii) Her x € X igin

m < f (%)

olacak sekilde m € R sayisi mevcut ise f fonksiyonuna X iizerinde
alttan sinirli fonksiyon denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

(iii) Her x € X i¢in

m<f(x) <M
olacak sekilde m, M € IR sayilari mevcut ise f fonksiyonuna X
uzerinde sinirli fonksiyon denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

X CRve
f:X—=R

fonksiyon olsun. x € X i¢in koordinat diizleminin (x,f (x)) noktalar
kiimesine y = f (x) fonksiyonunun grafigi denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

y = ¢ sabit, y = x* (« € R) kuvvet, y =a* (a >0, a # 1) stel,
y=1log, x (a >0, a#1) logaritma, y = sinx, y = cosx,

y = tanx, y = cotx trigonometrik ve y = arcsinx, y = arccosx,
y = arctanx, y = arccotx ters trigonometrik fonksiyonlara temel
elemanter fonksiyon adi verilir.

Temel elemanter fonksiyonlardan sonlu sayida aritmetik islem ve
bileske fonksiyon olusturma kurallari uygulanmasi ile elde edilip
y = f (x) esitligi ile ifade edilebilen f fonksiyonuna elemanter
fonksiyon adi verilir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Simdi temel ve bazi elemanter fonksiyonlarin 6zelliklerini ve
grafiklerini inceleyelim.

1.5.1. Sabit Fonksiyon
¢ € R sabit sayl olmak lizere her x € R icin
y=f{x)=c
seklinde tanimlanan fonksiyona sabit fonksiyon denir.
D(f)y=R ve R(f)={c}

dir. ¢ € R sabit sayisinin durumlarina gore y = f (x) = c sabit
fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir:
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

y=0{c=0)
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

1.5.2. Tam Rasyonel Fonksiyon
ag, a1, ...,ay, € R ve ay # 0 olmak iizere
P, (x) = aox" + x4t a,_x+ay,

seklindeki 7 -inci dereceden polinoma tam rasyonel fonksiyon denir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

1.5.3. Rasyonel (Kesirli Rasyonel) Fonksiyon

Py, (x) ve Qy (x) iki polinom olmak tizere

Py (x)
X) =
f& =3, )
seklinde tanimlanan fonksiyona rasyonel (kesirli rasyonel) fonksiyon

adi verilir.
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1.5.4. Kuvvet Fonksiyonu

&« € R olmak lzere
y=x"
seklinde tanimlanan fonksiyona kuvvet fonksiyonu adi verilir.

& sayisinin rasyonel sayl olmasi durumunda bu fonksiyonun bazi
ozelliklerini arastiralim:

(i) « = n € N olsun. Bu durumda
y=x"

fonksiyonu 7 -inci dereceli polinomlarin 6zel halidir. 7 sayisinin tek
ve ¢ift olmasi durumlarinda y = x” fonksiyonunun grafikleri asagida
verilmistir:

Analize Giris




1. Analize Giris
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et
_ xJHrl
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

(ii) n € IN olmak lizere & = —n olsun. Bu durumda
1
Y=

fonksiyonu rasyonel fonksiyondur. n sayisinin tek ve cift olmasi
durumlarinda y = xln fonksiyonunun grafikleri asagida verilmistir:
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(iii) n € N olmak iizere « = 1 olsun. Bu durumda
y=/x
fonksiyonunun tanim kiimesi
W\ R ; 1 tek ise
P(¥5) = { [0, +00) ; n iftise
dir. Bu durumda
y=x
fonksiyonunun grafikleri n dogal sayisinin tek ve cift olmasi
durumlarinda asagida verilmistir:
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(iv) m,n € IN olmak iizere x = I € Q olsun. Bu durumda

m
= Xn

<

fonksiyonu

ile tanimhdir.

" R ;. n tek ise

Y m _
D( X > o { [0, +00) ; n ciftise
dir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

1.5.5. Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Tanim 1.5.12.
a > 0 ve a # 1 herhangi bir reel sayi olmak lizere

fx)=a*

seklinde tanimlanan
f:R—=R

fonksiyonuna lstel fonksiyon adi verilir.
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Not 1.5.13.
(i) a > 1 igin
fx) =a*

fonksiyonu artandir. Dolayisiyla
x>0=a">a"=1=4a">1

yr<0=0<ad<d=1=—=0<a"<1

dir.
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y=a" (a>1)
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(if) 0 < a < 1 igin
fx)=a*

fonksiyonu azalandir. Dolayisiyla
x>0=a<d=1=0<a"<1

x<0=a">"—=a"*>1
dir.
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Not 1.5.14.

a > 0 ve a # 1 herhangi bir reel sayi olmak lizere

fx)=a
seklinde tanimlanan foksiyonun asagidaki 6zellikleri vardir:
)
D@)=R ve R(a")=R"
dir.

(ii) Her x,t € R ve b > 0 ve b # 1 olacak sekildeki herhangi bir reel sayisi icin

(aX)t _ axt
a*b* = (ab)*
axat — ux+t

dir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Tanim 1.5.15.
a>0,a#1veb> 0 olmak lizere

a*=b

olacak sekilde « sayisina b sayisinin a tabanina gore logaritmasi
denir ve

a =log, b

seklinde yazilir.
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Tanim 1.5.16.
a>0,a# 1 olmak lizere

f(x) =log, x

seklinde tanimlanan
f:Rt >R

fonksiyonuna logaritmik fonksiyon adi verilir.

Analize Giris



1. Analize Giris
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Not 1.5.17.

Vy € R icin x = log, y

ve
Vx € Riciny =a*

olarak tanimlanan fonksiyonlari dikkate alalim.
x=log a* ve y=a8Y
oldugundan
y=a ve x=logy

fonksiyonlari karsilikli olarak birbirlerinin ters fonksiyonlaridir. Bu
sebepten y = log, x fonksiyonunun grafigi y = a* fonksiyonunun
grafiginin y = x dogrusuna gore simetrigidir.
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y—log,z (0<a<1)

Analize Giris



1. Analize Giris

1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Not 1.5.18.
a >0 vea# 1 olmak lizere

f(x) =log, x

seklinde tanimlanan fonksiyonun asagidaki ozellikleri vardir:
(i)
D (log,x) =R" ve R(log,x)=R

dir.
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(i) Her x,t € RT icin

log, (xt) = log, x +log, t
ve N

log, (?) = log,x —log, t

dir.
(iii) Her x € R ve her a € R igin

log, x* = alog, x

dir.
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Not 1.5.19.

Pratikte en ¢ok kullanilan logaritma dogal logaritma adi verilen e
tabanina gore yazilan logaritmadir.

log,x ve log,x

yerine sirasiyla
Inx ve logx

yazilislari kullanilir. Buna gore
y=Inx<=é =x

ve
y=logx <= 10" =«

olur.
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1.5.6. Trigonometrik Fonksiyonlar

Merkezi orijinde ve yaricapi 1 birim olan ¢emberi dikkate alalim.
(1,0) noktasindan baslayarak cember iizerinde || birim ilerlensin
(t > 0 ise saat yoniiniin tersine, t < 0 ise saat yoniinde
ilerlenecektir). Bu durumda ¢ember lizerinde elde edilen P
noktasinin apsisi ¢ sayisinin kosiniisii (cost), ordinati t sayisinin
sintisii (sint) olarak tanimlanir. Bdylece her t € R sayisina cost ve
sint sayisi karsilik gelir.
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Sekilde goriildiigii gibi her t € R ve her k € Z icin

cos(—t) = cost
sin(—f) = —sint
cos (t+2km) = cost
sin (¢ + 2kr) sint
dir. Tanjant ve kotanjant fonksiyonlari
sint cost
tant = —— ve cott=——
cost sint

seklinde tanimlanir.

Esas trigonometrik fonksiyonlar adi verilen kosiniis, sinis, tanjant
ve kotanjant fonksiyonlarinin grafikleri asagida verilmistir.
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f(x) =sin x yA
-7 14 3
N 2 TN
-0 f 0 = M’n’ 5w
-7 2
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Not 1.5.20.
Trigonometrik fonksiyonlarin asagidaki ozellikleri vardir:
(i)
D(cost) = D(sint)=R
R (cost) = R (sint)=[-1,1]
ve
T
D (tant) = H{\{f +k7r.k€Z}
D(cott) = R\{km:keZ}
R (tant) = R (cott) =R
olduklar goriilebilir.
(i)
cos? t+sin’t =1
dir.
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(1if)
sin2t = 2sintcost
ve
cos2t = cos’t—sin’t
= 2cos’t—1
1—2sin’t
dir.
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cos (t+u) = costcosu —sintsinu
sin(t+u) = sintcosu + sinucost
ve tant + t
ant + tanu
tan(t+u) = ———
(t+u) 1—tanttanu
dur.
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(0)

1

costcosu = E{cos(t+u)+cos(t—u)}
1

sintsinu = E{cos(t—u)—cos(t—i—u)}
1

sintcosu = E{sin(t+u)+sin(t—u)}

dur.

(vi) Sinis ve kosiniis fonksiyonlari 27t; tanjant ve kotanjant
fonksiyonlari 7t periyotludur.
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1.5.7. Ters Trigonometrik Fonksiyonlar
(1)
f:R—[-1,1]

olmak uzere
f (x) = cosx

fonksiyonu orten fakat birebir olmadigindan f (x) = cosx
fonksiyonunun tiim IR iizerinde ters fonksiyonu yoktur.
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Bu fonksiyonun [0, 7z] araligina kisitlamasi olan
cos|iy . =8 : [0,71] = [-1,1]
fonksiyonu birebir orten fonksiyon oldugundan
g ':[-1,1] - [0,7]

ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arkkosiniis (arccos)
fonksiyonu adi verilir. Buna gore

Yy = arccosx <= x = cosy ve y € [0, 7]

dir.
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y
| y=arccos x
I I —x
-2 -1 1 2
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Benzer sekilde arksints, arktanjant, arkkotanjant fonksiyonlari da
asagidaki gibi tanimlanir.

(i)
f:R—[-1,1]
olmak lzere

f(x) =sinx

fonksiyonu orten fakat birebir olmadigindan f (x) = sinx
fonksiyonunun tim IR tizerinde ters fonksiyonu yoktur.
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Bu fonksiyonun [—g,%] araligina kisitlamasi olan

- N 5. BN
sinlp_g 5 =8+ 53] = 11

fonksiyonu birebir orten fonksiyon oldugundan

1 7T TT

-1,1] — [_7, 7}

§ =11 575

ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arksiniis (arcsin)
fonksiyonu adi verilir. Buna gore

q q 7T TT
Y = arcsinXx <— X = siny ve ye [—E,E}

dir.
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y = arcsin x
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(1ii)
T
f.R\{§+kn.keZ} — R
olmak lzere

f(x) =tanx

fonksiyonu orten fakat birebir olmadigindan f (x) = tanx
fonksiyonunun tim IR tizerinde ters fonksiyonu yoktur.

Analize Giris



1. Analize Giris
1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Bu fonksiyonun (—%, g) araligina kisitlamasi olan

tanf( 55y =8:(~35) 7R

fonksiyonu birebir orten fonksiyon oldugundan

1 7T TT
R — (——, —)
8 2’2
ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arktanjant (arctan)
fonksiyonu adi verilir. Buna gore

T T
Yy = arctanx <= x =tany ve y € <_E'E>

dir.
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y = arctan x
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(i0)
f:R\{kmr:keZ} - R

olmak uzere
f (x) = cotx

fonksiyonu orten fakat birebir olmadigindan f (x) = cotx
fonksiyonunun tiim IR (izerinde ters fonksiyonu yoktur.
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Bu fonksiyonun (0, 77) araligina kisitlamasi olan
COtl(O,ﬂ:) =g: (O, 7T) — R
fonksiyonu birebir orten fonksiyon oldugundan
g 1R — (0,7)

ters fonksiyonu vardir. Bu ters fonksiyona arkkotanjant (arccot)
fonksiyonu adi verilir. Buna gore

y = arccotx <= x = coty ve y € (0, )

dir.
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N

y = arccot x
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1.5.8. Hiperbolik Fonksiyonlar

e +e ™ . e —e ™
coshx= —— , sinhx= —+—,
2 2
sinh x e —e ™
tanhx = = ,

coshx e¥+e X
e +e ™
cothx = ————
er—e ¥

fonksiyonlarina sirasiyla hiperbolik kosiniis, hiperbolik sinds,
hiperbolik tanjant ve hiperbolik kotanjant fonksiyonu adi verilir.

Bu fonksiyonlarin grafikleri asagida verilmistir. J
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Not 1.5.21.

Hiperbolik fonksiyonlarin asagidaki ozellikleri vardir:

()
D (coshx)
D (cothx)
ve
R (coshx
R (sinhx
R (tanh x
R (cothx
dur.

D (sinhx) = D (tanhx) = R
R\ {0}
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(ii) Her x € R icin

cosh(—x) = coshx
sinh(—x) = —sinhx
tanh (—x) = —tanhx

ve her x € R\ {0} i¢in
coth (—x) = — cothx

gerceklenir.
(iii)
cosh? x + sinh? x = cosh 2x

ve
cosh?x — sinh®x = 1

dir.
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(iv)
cosh (x +t) = coshxcosht+ sinhxsinht
sinh (x+t) = sinhxcosht+ sinhtcoshx
tanh x 4 tanh ¢
tanh (x+1) = 1+ tanh x tanh ¢
saglanir.
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(0)
coshxcosht = % {cosh (x +t) +cosh (x — t)}
sinhxsinht = % {cosh (x +t) — cosh (x — ) }
sinhxcosht = % {sinh (x +t) + sinh (x — ) }
dir.
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Tanim 1.5.22.

Rasyonel dereceli kuvvet fonksiyonlarindan sonlu sayida aritmetik
islem ve bileske fonksiyon olusturma kurallarinin uygulanmasi ile
elde edilebilen fonksiyonlara irrasyonel fonksiyonlar adi verilir.
Orneéin;

y = V1-x2, xe[-1,1]

y = 3x4_2, xER
3

4/ 2 '
Vxs+1
y = logv1l—x?, xe(-11)

fonksiyonlari irrasyonel fonksiyonlardir.
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

Not 1.5.23.

Elemanter olmayan fonksiyonlar da vardir. (“)rneéin;

(i) f :IN — IN olmak iizere f (1) = n! faktoriyel fonksiyonu,
(ii) f : R — R olmak tizere f (x) = [x] tam deger fonksiyonu,
(iii) f : R — R olmak iizere

-1 ;, x<0
f(x) =sgnx = 0 ; x=0
1 ; x>0

isaret fonksiyonu
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1.5. Elemanter Fonksiyonlar

(iv) f : R — R olmak iizere

f(x) = |x| = xsgnx

mutlak deger fonksiyonu,
(v) f: R — R olmak lizere

1 ;
fo={y 0 ife

Dirichlet fonksiyonu

elemanter olmayan fonksiyonlardir. |
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