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4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Tanim 4.1.1.
(a,b) C R agik aralik ve

fi(ab) =R
fonksiyon olsun. x,xp € (a,b) olmak lizere

limf(x) _f(xo) :A(Xo)

X—rX0 X — X0

ifadesi sonlu sayi ise A (xp) sayisina f fonksiyonunun x
noktasindaki tiirevi denir ve

f'(x0) veya Df(xp) veya z(xo)

ile gosterilir.




4. Turev
4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Bu durumda f fonksiyonu x( noktasinda tiirevlenebilirdir (veya
tiirevlidir) denir ve

£ (x0) = lim f&) —f () (4.1)

X—X0 X — X0

seklindedir.

Not 4.1.2.
(4.1) ifadesinde x = xg + 1 denirse

X—>xg<—=h—0

olacagindan

f (a0 = tim 1) =f )

seklinde de ifade edilebilir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Tanim 4.1.3.
(a,b) C R agik aralik olmak lzere

fi(ab) =R

fonksiyonu (a,b) araliginin her noktasinda tiirevlenebilir ise
y = f (x) fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilirdir denir ve

df dy
/
LR o TR

ile gosterilir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Not 4.1.4.
(a,b) C R agik aralik olmak iizere

f:(ab) - R
fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevlenebilir ise
f'i(a,b) 5 R

seklinde bir fonksiyon elde edilir ve bu fonksiyona tiirev fonksiyonu
ad verilir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Tanim 4.1.5.

(a,b) C R agik aralik ve

f:(ab) >R

fonksiyon olsun. x,xp € (a,b) olmak lizere

AR
- fim £ F00) _ 4y
X=Xy X =X

limitleri sonlu sayi ise A (x§) sayisina f fonksiyonunun xo noktasindaki
sag tiirevi, A (x; ) sayisina f fonksiyonunun x noktasindaki sol tiirevi

denir ve
fxg) ve f(xg)

ile gosterilir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Not 4.1.6.

(a,b) C R agik aralik ve
f:(ab) - R

fonksiyonunun xp noktasinda sag tiirevi ve sol tlirevi mevcut olsun.
Bu durumda

f (xf) = lim f () ~f (x0) veya f(xf) = lim M

xog %= h—0t
ve
() = tim FOIZIOO oy () = £C0HI f C0)

olarak da ifade edilebilir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Not 4.1.7.

Sag limit ve sol limit ile ilgili Teorem 2.2.16 g6z oniine alinirsa
asagidaki sonucun dogru oldugu gorulir.

Teorem 4.1.8.

f:(ab) - R

fonksiyonunun bir xy noktasinda turevlenebilir olmasi icin gerek ve

yeter kosul
fixg) =f (%)

olmasidir. Bu durumda

fi(xo) =f (xg) =f (%)

seklindedir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

f:ab] =R

fonksiyonu her x € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir, a noktasinda
sagdan tiirevlenebilir ve b noktasinda soldan tiirevlenebilir ise f
fonksiyonuna [a, b] araliginda tiirevlenebilirdir denir.

Ornek 4.1.10.

m,n € R ve f: R — R olmak tizere

f(x)=mx+n

olsun. Her x € R igin

fix)=m

dir. Gosteriniz.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Ornek 4.1.11.

f R — R olmak iizere

f(x) = x|
olsun. f fonksiyonu xg = 0 noktasinda tiirevlenemezdir. Gosteriniz.

Teorem 4.1.12.

f :[a,b] — R fonksiyonu xy € [a,b] noktasinda tiirevlenebilir ise f
fonksiyonu xp noktasinda sureklidir.




4. Turev

4.1. Temel Tanimlar ve Sonuclar

Not 4.1.13.

Teorem 4.1.12 -de ifade edilen onermenin karsiti genel olarak dogru
degildir. Yani; bir fonksiyonun siirekli oldugu noktalarda fonksiyon
tiirevli olmayabilir. Bunun icin Ornek 4.1.11 -de verilen ornege
bakilabilir.

Ornek 4.1.14.

n€ N vef:R— R olmak iizere

fx)=x"

kurali ile tanimli fonksiyon tiirevlenebilirdir ve her x € R icin

F () = nx !

seklindedir. Gosteriniz.




4. Turev

4.2. Tirev Alma Kurallari

Teorem 4.2.1.

f:la,b) = R ve g:[a,b]—R

fonksiyonlari bir xg € [a, b] noktasinda tiirevlenebilir ve A, p € R
olsun.

(1)
A 4+ ug:a,b] - R
fonksiyonu da xp noktasinda tirevlenebilirdir ve

(Af + 1) (x0) = Af' (x0) + pg’ (x0)

seklindedir.




4. Turev
4.2. Tirev Alma Kurallari

(i)
fg:ab] - R

fonksiyonu da xg noktasinda turevlenebilirdir ve
(f8)" (x0) = f' (x0) .g (0) +f (%0) .§" (x0)

seklindedir.
(iii) Her x € [a,b] icin g (x) # 0 olmak lizere

Ji:[a,b]—)]R
8

fonksiyonu da xp noktasinda turevlenebilirdir ve

£\ o f (x0) g (x0) —f (%0) -8 (x0)
( ) Gl 8 (x0)]?

seklindedir.

A EY




rev

rigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

(i) f (x) = sinx seklinde tanimlanan
f:R—=R

fonksiyonunun tirevini arastiralim:

limf(erh) —f (%) —  fim sin (x + h) — sinx
h—0 h h—0 h
sinxcos h+sin hcosx —sinx
= lim
h—0 h
. sinx(cos h—1)+sin hcosx
= lim
h—0 h

. cos h—1 ., . sin h
= Ilim (| ————sinx | + lim cos X
h—0 h 70 h

(42)

olarak yazilabilir.

A EY




4. Turev

4.3. Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

Diger taraftan

I cos h—1 - lim
h—0 h h—0 h
= 0
ve )
lim S0 7 _ ¢
h—0 h

oldugu (4.2) ifadesinde dikkate alinirsa

. sin(x+h) —sinx
lim ———————— = cosx
h—0 h

elde edilir. Yani; her x € R icin

(sinx)’ = cosx

bicimindedir.

A EY




4. Turev

4.3. Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

(ii) f (x) = cosx seklinde tanimlanan
f:R—=R
fonksiyonunun tiirevinin, (i) ifadesindeki benzer islemlerle, her

x € R icin
(cosx) = —sinx

oldugu gordlur.




4. Turev

4.3. Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

(iii) f (x) = tanx seklinde tanimlanan
s
f.R\{§+k7r.k€Z} — R

fonksiyonunun tiirevi kesirli fonksiyonun tiirev formiiliinden her
xeR\{§ +km:keZj} icn

0 / . / . /
;[ sinx (sinx)’ cosx — sin x (cos x)
(tanx) = cosx
COS X COS X + sin x sin x
cos? x

cos? x

1
= 5 =1+ tan’x
COS* X

elde edilir.

A EY



4. Turev

4.3. Trigonometrik Fonksiyonlarin Tiirevi

(iv) f (x) = cotx seklinde tanimlanan
f:R\{kmr:keZ} - R

fonksiyonunun tiirevi, (iii) ifadesindeki benzer islemlerle, her
x € R\ {kr:k € Z} igin

(cotx)’ = — = — (14 cot’x)

oldugu gordlir.




4. Turev

4.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi
Teorem 4.4.1.
f:lab] =R

fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli ve xo € [a,b] noktasinda
tiirevlenebilir olsun. Eger

g:f([ab]) =R
fonksiyonu f (xp) noktasinda tiirevlenebilir ise bu durumda
gof:[ab] = R
fonksiyonu da xq € [a, b] noktasinda tiirevlenebilir ve

(§0f) (x0) =& (f (x0))f" (x0) (4.3)

seklindedir.




4. Turev

4.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Not 4.4.2.
Teorem 4.4.1 -in kosullar saglansin. Bu durumda

z=g(y) ve y=f()
denilirse (4.3) ifadesi
de _ dzdy
dx  dydx
biciminde yazilabilir. Bu nedenle bileske fonksiyonun (4.4) seklinde
tirev alma kuralina zincir kurali denir.

(4.4)




4. Turev

4.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Bu kural daha karisik bileske fonksiyonlar icin de kullanilir.

Ornegin;
y=f(u(v(w(x))))

seklinde bileske fonksiyon verilirse ve gerekli tiirevlenebilme sartlari

saglanirsa
dy _ dydu do dw
dx  dudvdw dx
olur.
Simdi bu tiirev alma kurali ile ilgili bir ka¢ ornek verelim: J




4. Turev

4.4. Bileske Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 4.4.3.

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.
(a) f (x) = sin (x?)

(b) f (x) = tan® (2x — 1)

(c) f (x) = sin* (cos (x +2))




4. Turev

4.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Teorem 4.5.1.

f:(a,b) = R olmak tizere y = f (x) fonksiyonu (a,b) araliginda
siirekli ve artan (veya azalan) olsun. Eger f fonksiyonu xo € (a,b)
noktasinda tiirevlenebilir ve f’ (xg) # 0 ise f fonksiyonunun

FU (F@) f(7)) =R
(veyaf™' i (F(07).f(a")) = R)

x = f~1 (y) ters fonksiyonu da vy = f (xp) noktasinda
turevlenebilirdir ve

() 60 = 7

seklindedir.




4. Turev

4.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 4.5.2.

f (x) = 23 + x esitligi ile tanimlanan f : R — R fonksiyonu icin

(F) @

ifadesini hesaplayiniz.




4. Turev

4.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

Ornek 4.5.3.
(a) ly| <1 igin
(arcsiny)’ = L
1—y?

seklindedir.

(b) Iyl <1 igi

1
(arccosy)’ = —
1—y?

seklindedir.




4. Turev

4.5. Ters Fonksiyonun Tiirevi

(c) y € R igin
1
(arctany)’ = p
1+y
seklindedir.
(d) y € R icin
/

(arccoty)’ = T

seklindedir.




4. Turev

4.6. Ustel Fonksiyonun Tiirevi

a>0 (a#1) olmak iizere

fx)=a*

seklinde tanimlanan f : R — R fonksiyonunun tiirevini
arastiralim:




4. Turev

4.6. Ustel Fonksiyonun Tiirevi

_ x+h _ x
im @t —f(x) o e —at
h—0 h h—0 h
h_
= #lim? 1
h—0
= ad°lna

olup her x € R i¢in

bulunur.




4. Turev

4.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

a>0 (a#1) olmak iizere

f(x) = log, ||

seklinde tanimlanan f : R\ {0} — R fonksiyonunun tiirevini
arastiralim:




4. Turev

4.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

— 1 —1
e FEHR =) _ | Togy x| — logy |x]
h—0 h h—0 h
log, |1+ ’;’
=  lim —F——
h—0

_ lim(llogn\l+k\)
k—0
1
= = 11m (log,, 1 +k\k>

E l lim

I 1
X r—too (Og” i

hm
r—+

= l()ga

1
= 3 log, e

olup her x € R\ {0} icin
1
(1og, )’ = 1 tog, e

elde edilir.




4. Turev

4.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

Not 4.7.1.

Ozel olarak a = ¢ alinirsa her x € R\ {0} icin

1
1 = C
(In]x]) .

olur.




4. Turev

4.7. Logaritma Fonksiyonunun Tiirevi

Ornek 4.7.2.

Asagidaki fonksiyonlarin tirevlerini hesaplayiniz.
(a) y=f(x) =In(sinx)

(b) y =f (x) =logy (x* — 1)

(©y=F() =In(x+Va@+2); (a#0)
(@) y=F () =)




4. Turev

4.8. Logaritmik Tiirev Alma

f:(ab) - R*

ve
g:(a,b) =R

fonksiyonlari xg € (a,b) noktasinda tiirevlenebilir ise
f8:(a,b) > R"

fonksiyonu da xp € (a,b) noktasinda tiirevlenebilirdir ve

(fg)/ (x0) = If (xO)]S(XO) {g/ (x0) Inf (x0) +g(x0)f/((;c(§))) }

S~

seklindedir.




4. Turev

4.8. Logaritmik Tiirev Alma

Ornek 4.8.2.

Asagidaki fonksiyonlarin tiirevlerini hesaplayiniz.
(a) x > 0 olmak iizere

sin x
=X

y=yx)
(b) x € (0,1) olmak lizere

sinx

y =y (x) = (arcsinx) *




4. Turev

4.9. Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri

Hiperbolik fonksiyonlarin

. X _ ,—X —x
sinhx = & coshx = em’zie

__ sinhx __ coshx
tanhx = 0= cothx = S0

seklinde tanimlandigi bilinmektedir.




4. Turev

4.9. Hiperbolik Fonksiyonlarin Tiirevleri

Buna gore
(i) Her x € R igin

(sinhx) = coshx
(ii) Her x € R icin

(coshx)" = sinhx ,

(iif) Her x € R igin

1
tanhx) = ———— |
( ) cosh? x
(iv) Her x € R\ {0} icin
1
cothx) = —
( ) sinh? x

seklindedir.

A EY



