
Matris Metodu (n-Denklem, n-Bilinmeyen Fonksiyon)

Bu bölümde 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx1
dt

= a11x1 + a12x2 + :::+ a1nxn

dx2
dt

= a21x1 + a22x2 + :::+ a2nxn

:::
dxn
dt

= an1x1 + an2x2 + :::+ annxn

(1)

sistemi ele al¬nmaktad¬r, burada aij (i = 1; 2; :::; n; j = 1; 2; :::; n) reel
sabitlerdir.

(1) sistemi

A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
an1 an2 ::: ann

1CCA ve x =

0BB@
x1
x2
:::
xn

1CCA
olmak üzere

dx

dt
= Ax (2)

biçiminde homogen lineer vektör diferensiyel denklemi olarak yaz¬labilir.

Burada (1) sisteminin ya da eşde¼ger olarak (2) vektör diferensiyel denklemi-
nin çözümlerini bulmaya çal¬̧saca¼g¬z. Bunun için iki boyutlu lineer sistemler
için daha önce aç¬klanan Euler yöntemi uygulanacakt¬r. O halde (1) sistem-
inin

x1 = �1e
�t

x2 = �2e
�t

:::
xn = �ne

�t

(3)

şeklinde aşikar olmayan bir çözümünü arayal¬m, burada �1; �2; :::; �n ve �
reel ya da kompleks say¬lard¬r. (3) çözümünün vektör formu

x = �e�t; � =

0BB@
�1
�2
:::
�n

1CCA (4)

1



dir. (4) vektörü (2) de yerine yaz¬l¬rsa,

��e�t = A�e�t

ve düzenlenirse,
(A� �I)� = 0 (5)

bulunur, burada I n� n türünde birim matristir. (5) denklemi �1; �2; :::; �n
bilinmeyenlerine göre aşa¼g¬daki homogen lineer cebirsel denklem sistemidir.8>><>>:

(a11 � �)�1 + a12�2 + :::+ a1n�n = 0
a21�1 + (a22 � �)�2 + :::+ a2n�n = 0

:::
an1�1 + an2�2 + :::+ (ann � �)�n = 0

(6)

(6) sisteminin aşikar olmayan bir çözüme sahip olmas¬ için gerek ve yeter
koşul katsay¬lara matrisinin determinant¬n¬n s¬f¬r olmas¬d¬r. Yani��������

a11 � � a12 ::: a1n
a21 a22 � � ::: a2n
::: ::: ::: :::
an1 an2 ::: ann � �

�������� = 0 (7)

ya da matris notasyonu cinsinden

jA� �Ij = 0

d¬r. (7) denklemi (2) vektör diferensiyel denklemindeki A = (aij) katsay¬ma-
trisinin karakteristik denklemi olarak bilinir. Bu denklem � ya göre n�yinci
dereceden bir denklem olup �1; �2; :::; �n kökleri A n¬n özde¼gerleridir. Her bir
�i (i = 1; 2; :::; n) özde¼geri (6) sisteminde yerine yaz¬larak (6) sisteminin bu
de¼gere kaŗs¬l¬k gelen aşikar olmayan bir çözümü

�1 = �1i; �2 = �2i; :::; �n = �ni (i = 1; 2; :::; n)

şeklinde bulunur. Dolay¬s¬yla

�(i) =

0BB@
�1i
�2i
:::
�ni

1CCA ; i = 1; 2; :::; n
2



vektörü �i (i = 1; 2; :::; n) özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen bir özvektördür.

Böylece (2) vektör diferensiyel denklemi

x = �e�t

şeklinde bir çözüme sahip ise, bu durumda � say¬s¬A katsay¬matrisinin bir
�i özde¼gerine eşit ve � vektörü de Amatrisinin bu �i özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen
bir özvektörüdür.

Örnek 1. 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

dx1
dt

= 7x1 � x2 + 6x3

dx2
dt

= �10x1 + 4x2 � 12x3

dx3
dt

= �2x1 + x2 � x3

(8)

homogen lineer sisteminin genel çözümünü bulunuz.

Çözüm. (8) sisteminin çözümünü

x = �e�t

yani 8<:
x1 = �1e

�t

x2 = �2e
�t

x3 = �3e
�t

(9)

şeklinde arayal¬m. (9) ifadesi (8) de yerine yaz¬l¬p düzenlenirse,8<:
(7� �)�1 � �2 + 6�3 = 0

�10�1 + (4� �)�2 � 12�3 = 0
�2�1 + �2 + (�1� �)�3 = 0

(10)

bulunur. Bu homogen lineer cebirsel sistemin �1; �2; �3 bilinmeyenlerine göre
aşikar olmayan bir çözüme sahip olmas¬için gerek ve yeter koşul������

7� � �1 6
�10 4� � �12
�2 1 �1� �

������ = 0 (11)
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olmas¬d¬r. Bu determinant hesaplan¬rsa,

A =

0@ 7 �1 6
�10 4 �12
�2 1 �1

1A
katsay¬matrisinin karakteristik denklemi

�3 � 10�2 + 31�� 30 = 0

bulunur. BuradanAmatrisinin özde¼gerleri �1 = 2; �2 = 3 ve �3 = 5 bulunur.

�1 = 2 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektörü bulmak için, �1 = 2 de¼geri (10)
sisteminde yerine yaz¬l¬r. Bu durumda8<:

5�1 � �2 + 6�3 = 0
�10�1 + 2�2 � 12�3 = 0
�2�1 + �2 � 3�3 = 0

sistemi elde edilir. Bu sistem çözülerek aşikar olmayan bir çözüm, dolay¬s¬yla
�1 = 2 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özvektör

�(1) =

0@ 1
�1
�1

1A
olarak bulunur.
Benzer şekilde �2 = 3 ve �3 = 5 e kaŗs¬l¬k gelen özvektörler s¬ras¬yla,

�(2) =

0@ 1
�2
�1

1A ve �(3) =

0@ 3
�6
�2

1A
biçiminde bulunur. Buradan (8) sisteminin bir temel çözümler cümlesi0@ 1

�1
�1

1A e2t;
0@ 1
�2
�1

1A e3t;
0@ 3
�6
�2

1A e5t
biçimindedir. Buradan verilen sistemin genel çözümü8<:

x1 = c1e
2t + c2e

3t + 3c3e
5t

x2 = �c1e2t � 2c2e3t � 6c3e5t
x3 = �c1e2t � c2e3t � 2c3e5t

dir, burada c1; c2 ve c3 key� sabitlerdir.
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