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2. HAFTA

Kuyruk modelinin teorik kurgusunda faydalanabilecegimiz siiregler ve ilgili dagilimlar

agsagidaki alt bagliklar seklinde verilecektir:

1.4 Sayma Siireci

Tanim. (Sayma Siireci) {N,;}:>o [0,t) araliginda belirli bir tiir olayin gerceklesme sa-
yist olmak tizere, durum uzay kesikli bir stokastik stirectir. Bu stire¢ agagidaki 6zellikleri

saglar.
(O1) Vt > 0i¢in N; € NU {0} ve Ny = 0 dur.
(02) Vs <t igin Ny < N; dir (monotonluk 6zelligi)

(03) s < ticin N; — N, farki (s,t] araliginda gerceklesen olay sayisini gosterir.

X, rastgele degiskeni, ilk olay gercgekleginceye kadar gecen stireyi, X, rastgele degiskeni
ise 1. gerceklestikten sonra ikinci olayin gergekleginceye kadar gegen siireyi, X, rastgele
degiskeni ise n — 1. olay gerceklestikten sonra n. olayin gercekleginceye kadar gegen
streyi gostersin. X,,, n =1,2,3,.. rastgele dizisi, { N; }+>0 sayma siirecinin variglar arasi
siirelerinin dizisi olarak adlandirilir. S = 0 ve S, = X7 + X5+ ... + X, rastgele degiskeni
ise n. olayin gergeklesme zamanini verir. Bu durumda, 5, rastgele degiskeni bir sayma

siireci ile goyle iligkilendirilebilir: Sabit her t i¢in

Ny = maz{n: S, <t}

Bu yukaridaki egitlikten { N; > n} olaymnm {S,, < t} olayina denk oldugunu da séylemek

mumkiundiir.



Tanim. (Poisson Siireci) {/N;}:>o bir sayma stireci ve A > 0 olmak tizere, agagidaki

ozellikleri saglayan sayma siirecine \ oranli bir Poisson siireci ad1 verilir:

(O1)

(03)

Stire¢ bagimsiz artighdir yani ayrik zaman araliklarinda gerceklegen olaylarin sayisi
birbirinden bagimsizdir: Her 0 < ¢; < ... < t,, sirali zaman indeksi i¢in Ny, , Ny, —

Ny y... N, — N, _, birbirinden bagimsizdir.

1 birim zaman araliginda gergeklegen olaylarin sayisi A ortalamali Poisson dagilimli
olup, ¢ uzunluklu bir zaman araliginda gerceklesen olaylarin sayisi At ortalamal
Poisson dagilimlidir:

e~ ML

Pr (Nt-l—s — NS == k) - k}' )

k=0,1,2,..

h > 0 gibi kii¢iik bir reel sayiy1 goz oniine alahm; [t,¢ + h) zaman araliginda 1

olayin gerceklesmesi olasiligi,

Pr(Nyp — N, =1)=Pr (N, =1) = e \h

:<1—)\h+)\2h—--->)\h

Taylor A¢ilim

—\h + o(h)

seklinde tanimlanir. Burada o(h) ifadesi Ah teriminden sonra geriye kalan terimle-

o(h)

rin toplaminin illirr(l) = 0 limit esitligini sagladigi anlamina gelmektedir. Diger
%

taraftan, [t,¢ + h) zaman araliginda en az 2 olayin gergeklesmesi olasiligi,

Pr(Nyp — Ny > 2) = Pr (N, > 2) = o(h)

olup, [t,t 4+ h) zaman araliginda olayin gerceklesmemesi olasiligy,
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Pr(N,=0)=1—-Pr(N,=1)—Pr (N, >2)=1— A —o(h)

seklinde tanimlanir. Bu olasilik egitlikleri su anlama gelmektedir. Kii¢lik zaman
araliklarinda nicelik bakimindan fazlaca olaylarin gerceklesmesi olasiligy kiiciik de-

gerler almaktadir.

Teorem. N, bir Poisson siireci ve X,, n > 1 rastgele degiskeni ise n — 1. olaydan n.
olaya kadar gecen stire olmak ftizere, olaylar arasi gegen siireler birbirinden bagimsiz ve

aym 1/\ ortalamali ile tistel dagilhimhdir.
Ornek. Bir benzin istasyonuna araclar dakikada 2 ortalamali Poisson siirecine gore gelis
yapmaktadirlar. Buna gore,

(a) Ilk 2 dakikada benzin istasyonuna ara¢ gelmemesi olasihigi, Pr (Ny = 0) =?

(b) Herhangi bir 2 dakikalik siire zarfi iginde istasyona 1 aracin gelmesi olasihigy,

Pr (Nt+2 — Nt = 1) =7

(c) Herhangi bir 2 dakikalik siire zarfi iginde istasyona en az 2 aracin gelmesi olasiligi,

Pr (Nt+2 — Nt Z 2) =7
(d) Ik dakikada 1, ilk 5 dakikada da 4 aracin gelmesi olasihgi, Pr (N; = 1, N5 = 4) =?
(e) Pr (NQ = 2, N4 = 3,N8 = 6) =7

Coziim: (a)
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(c)

Pr(Nyo— Ny >2)=1—Pr(Na=0) —Pr(Ny=1)=1-0.0183 — 0.0733 = 0.9084

(d)

Pr(lel,N5:4) :PI'(Nl :1,N5—N1+N1 :4):PI'(N1 :1,N5—N1:3)

=Pr (N, =1)Pr(N; — Ny =3) =Pr(N, =1)Pr (N, = 3)

Bagimsiz artigh oldugu i¢in Duragan artigh oldugu i¢in
=2 (91! ~2(4) (9(4))3
- (e E.( ) ) (e ;,( ) ) = (0.2707)(0.0286) = 0.0077

Ornek. Bir parfiimeri diikkanina gelisler Poisson siirecine uymaktadir ve saatte orta-
lama 20 miisteri gelmektedir. Yarim saatlik herhangi bir zaman dilimi igerisinde, ilk 15
dakikasinda 3 miigterinin geldigi biliniyorken ikinci 15 dakika ig¢inde 5 miigteri gelmesi

olasiligl nedir? Ayrica, 15. dakikadan sonra 4. miigterinin gelmesi olasiligi nedir?

Coziim: Istenilen olasilik, Pr (N 1= N% = 5|N% = 3) dir. Siirecin bagimsiz ve duragan

artighlik ozelliklerini kullanarak

Pr(Ny— Ny =5[Ny =3) =Pr (N, — N

W=

1 1
2 2

sonucuna ulagilir.
Ikinci olasihgr hesaplamak icin, soyle yola cikalim; 15 dakikadan sonra 4. miisterinin

gelmesi olayr 15 dakika i¢inde en fazla 3 miisterinin gelmesi demektir yani N 1 <3
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olayina denk gelir buradan,

Pr(Ni 33) :Pr(Ni:O)+Pr(Ni:1)+Pr(Ni:2)+Pr(N%:3)

67550 67551 67552 67553
() () (57)+ (57)
25 125

= P |14+5+ = }—0.265
e [—i— —|—2+6

olarak bulunur.

Ornek. Bir magazaya gelislerin A oranl Poisson siirecine uydugu ve [0, ) aninda maga-
zaya n mugterinin geldigi bilinmektedir. p € [0, 1] olmak tizere, [0, pt) aminda k miigterinin

gelmesi olasiligi nedir?

Coziim. Istenilen olasilik,

Pr (Npt = k|Nt = n)

dir. Burada, £k = 0,1,2,--- ,n olabilir. Simdi bu kosullu olasiligin esitini bulmaya cali-

salim;

Pr(Ny =k, N, = Pr(N,=k N, — N, =n—
Pr(Npt:k|Nt:n>: r( pt k’ t n)_ r( pt k? t pt n k)

Pr (N, =n) B Pr(N; =n)

Pr(Ny =k)Pr(Ny — Ny =n —k)
- Pr (N, = n)

Pr(Ny = k) Pr (Na_py = n — k)
B Pr(N; = n)

e (p)" (e PN = p)t)" "

| S

B e ()"
n!
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olup, bu kosullu olasilik p bagari olasilig ile Binom dagilimini gostermektedir.

Ornek. N, \ oranh bir Poisson siireci ve X; rastgele degiskeni ise ilk birimin sisteme
girig zaman olsun. N; = 1 verilmigken, X rastgele degiskeninin kogullu dagiliminin (0, ¢]

araliginda diizgiin dagilima sahip oldugunu gosteriniz yani
x
PT(X1§1’|N,5:1):¥, O<.T§t

Coziim. 0 < x <t i¢in kosullu olasilik,

P(X; <z, N, =1)

Pr(X; <z|N;=1) =
seklinde yazilir. Ote yandan, biliyoruz ki
Pr(N, = 1) = e M)t

ve

dir. Buradan,

Pr(X; <z, N;,=1)=Pr ((0, z] arahiginda bir geligin olmasi ve (x,¢] hig bir geligin olmama&)
=Pr (N, =1,N, = N, =0)
= Pr (N, = 1) Pr (N, = N, = 0)

_ (e—)\x)\x) (e—A(t—x))

= \re .
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olup, istenilen sonuca ulagilir.
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