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9. HAFTA

5 Cok kanalli, sonsuz kapasiteli, kuyruk sistemi

M/M/K/oo/0

Birimlerin sisteme geligleri arasindaki gegen stirenin 1/ ortalamali, birimlerin hizmet
stirelerinin ise 1/ ortalamali tistel dagilima sahip oldugu dustintilmektedir. Bu kuyruk
sisteminde birden fazla servis kanal olup, 6zdes gorevi paylagmaktadirlar. Kapasitenin

sonsuz, birimlerin kaynaginin da sonsuz oldugu diigtintilmektedir.

Denklem kullanilarak sistemde n birim olmasi olay1 asagidaki 3 durum ile aciklana-
bilir:

1 Sistemde n = 0 birim varken,

0:—)\P0+,uP1 (36)

2 Sistemde n = 1,2, ..., K — 1 birim varken,
0=—A+nu)Py+ (n+1)puPy + AP (37)

Sistemdeki birim sayis1 kanal sayisindan kii¢iitk oldugundan birimler kanallardan

ortalama olarak benzer stirelerde ¢ikis yapacagindan, p yerine ny alinmigtir.

3 Sistemde n > K birim varken,

0=—A\+Kp)P,+ KpPyp1 + AP, (38)

67



Denklem dikkate alinirsa,
uPlz)\P0:>P1:pP0 (39)

elde edilir. Bu sonug ile birlikte, denklem , n = 1 i¢in dikkate alinirsa,

2

sonucu elde edilir. Bu sonug ile birlikte, denklem (37)), n = 2 i¢in dikkate alinirsa,

3
—()\+2M)P2+3MP3+/\P1=0:>3MP3:)\P2:>P3:%P0 (41)

sonucu elde edilir. Bu gekilde yinelemeler yapildiginda, n = K — 1 i¢in, denklem ’

den

AP+ (K— 1)NPK71 +K/LPK+>\PK,2 =0

K
— KuPx = \Pg_, —> Py = %PO

ifadesine ulagilir. Diger yandan, n = K ic¢in denklem ’ den su sonug elde edilir:

—)\PK - K/,LPK+K/.,LPK+1 +)\PK71 =0
——
AP _1 (43)
— KpPri1 = APk = Pxq= %PK

Bu sonug, n = K + 1 icin denklem ’ de yerine yazildiginda,

—APgy1 — KpPryy + KpuPy o + AP =0 )
44

2
= KpPri2 = APg = PK+2:%PK+1:%PK
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esitligine ulagilir. Islemler bu sekilde yinelenirse, n = K + s icin

S

p p
PK+S - ?PKJrsfl = EPK (45)

esitligi elde edilir. Bu sonug, denklem (42)) ile birlegtirilirse, s > 0 i¢gin

K+s

P R
P =120 46
K+ Ks K| (46)

esitligine ulagilir. K +s = n oldugu icin, denklem ’ da gerekli diizenlemeler yapilirsa,

n=K K+1,.. igin
"B

o= w1

(47)

esitligi yazilabilir. Ote yandan, — denklemleri dikkate alindiginda, n = 0,1, ..., K — 1
icin

pn
Fy="0P, (48)

esitligi elde edilir. Bu durumda, sistemde n birim bulunmasi olasiligi,

%% , n=01,2 . K-1
P, = ' (49)
nop
L . n=KEK+LK+2.

biciminde parcali olarak verilir.

Miimkiin olaylar tizerinden olasiliklarin toplami 1 degerini vermelidir, yani Z P, =1
n=0
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olmalidir. Buradan P, i¢in bir egitlik elde edilebilir. Ona gore, % < 1ic¢in

[e%) K-1 00 K—-1 pn pK [e’s) pn—K
P.=S P, P, =P, LT -
K—-1 n K oo n K-1 n K
prop p pto ot 1
’ n=0 ”'—I—K!nz::oKn] ’ n=0 n'+K!1 P (50)

bigiminde ifade edilir. Artik, M/M/K/oo/oo sisteminin karakteristiklerini bulabiliriz.

5.1 M/M/K/oo/oo sistemi icin kuyrukta olmasi beklenen birim

sayisi

Bu sistemde kuyruk olusabilmesi i¢in bir birimin hizmet alirken, sisteme giris yapan
birimlerin belirli bir diizenek ile dizilmeleri gerekir yani n > K durumunda sistemde

kuyruk olugur. Buna gore,

L= 3 w-w0r =50 3 -0 (g) =0 Seen(g)

n=K+1 Con=K+1 =0
r
:PO,OK+1 i(n N 1) < ) )n _ POpK-H dzzozo rn-i-l _ PopK—i-l d (1—7“)
K\K = K KK dr r=2 K'K dr r=2
B POpK+1
T(K (K —1)!

(51)

egitligi elde edilir.
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5.2 M/M/K/oo/oo sistemi icin serviste olmasi beklenen birim sayisi

Busistemde, n = 1,2, ... K i¢in hep n birim hizmet goriirken, n > K durumunda sistemde

hep K birim hizmet gortiyor olacaktir. Buna gore,

K pK e ) pn—K
Lserviszznp + Z KP, _Pozni_‘_KPOK] Kn—K
n=1 n=K+1 n=K+1
K n 1 K oo n+1
p p
+ KPy— —
nZ OK%(K)
B e () @
=Fyp -
n=0 ! (K_ DI\ (K —p)
K— n K
p p
=—o P L =
— %nW(K—n!(K—p)} ’
1/Py

esgitligi ile elde edilir.
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5.3 M/M/K/oo/oo sistemi icin sistemde olmasi beklenen birim

sayis|

Bu sistemde n = 0,1, 2, ... durumu goz ontine alinarak bir beklenen deger bulunacaktir.

00 K K pn pK 0o pan
n=0 n=0 n=K+1 n=1 n=K+1
[K—1 n K—1 oo n+1
prop p
=pP, — K+1)—=
PP | 2 Tyt T L R )<K> ]
[K—1 n K 00 n K—1 oo n+1
p p p p p
—pP, 1) (= K
P2 it om0 )<K> TR 2 (K) ]
[K—1 n K dS° pntl K—1
P, /L' LP 2o LP p
—nl (K)K! dr =2 (K=1)I\K—-p
- r
K-1 n K d( ) K
p p 1_r p
=pP,
PR 2T T KD dr s (K= p)(E — 1)1 (53)
_Kfl n K 1 K
—,OPO &' + P 2 + P
ot (KK!'(1-r)2 (K—-p)(K-1)
K—-1 n K K
=plo P' - p2 it 5 1
Lo TR K=K - 1)
K—1 n K JN s
=r p‘ + g 11 + ke
=0 (K —p)(K =1 (K—pPK-1)
-1
P K+1
o+ 0P
(K —p)*(K —1)!

Ayni sonuca, kuyrukta olmasi beklenen birim sayisi ile serviste olmasi beklenen birim

sayisinin toplamini elde ederek ulagabiliriz:

PopK+1
(K — (K — 1)!

L:Lq—f—Lservis:L: +p
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5.4 M/M/K/oo/oo sistemi icin birim basina kuyrukta gecen

beklenen siire

Little kanunu, kararh bir sistemde kuyrukta veya sistemde olan ortalama birim sayis: ile
kuyrukta veya sistemde birim bagina beklenen siire arasinda bir iligki oldugunu séyler.

Bu iligki soyle tanimlanir:

P K+1

q op

= — = 4
Vo= =K = ppk = 1) (54)

5.5 M/M/K/oo/oo sistemi icin birim basina serviste gecen beklenen

sure

Little kanununa gore, birim bagina serviste gecen ortalama siire

Lservis P 1
Wservis - =3 = 25

5.6 M/M/K/oo/oo sistemi icin birim basina sistemde gecen

beklenen siire

Benzer bicimde, Little kanunlarina gore birim bagina sistemde gegen ortalama stire

L POpK+1 1
W= = - 56
N MK — oK -1 (56)

Ote yandan, L = Lg + Lgervis oldugu hatirlanirsa, W = W, + Wy.,is esitligi elde edilir.

Simdi kararh sistemler igin (0, ¢] gibi bir zaman araliginda, sisteme girig yapan ortalama
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birim sayisi ile sistemden hizmet alip ¢ikig yapan ortalama birim sayisinin dengede oldugu
bilinmektedir (dogum-6liim stirecleri gibi). A rastgele degigkeni ile sisteme (0,¢] zaman
araliginda girig yapan birimlerin sayisini, D rastgele degiskeni ile sistemden (0, t] zaman

araliginda hizmet alip ¢ikan birimlerin sayisini gosterelim. Bu durumda,

EAl=M[P+P+P+ ...+ P, +P1+ ..

=1

ve

E[D] = ut [LP, + 2Py + 3P; + ... + KPi + K Pic1 + K Pxy5..]

=Lservis

bi¢iminde elde edilirler. Denge durumu goz o6ntie alinirsa

E[A] = E[D] = Lservis = A

serviste olmasi beklenen birim sayisi elde edilebilir.

Ornek 5.1. Iki pisti olan bir hava alanina saatte 5 ucak inis yapmaktadir. Herhangi
bir ucagin kalkig i¢in hazirlanmasi ortalama 15 dakika, hava alanindan ayrilmasi ise

ortalama 5 dakika stirmektedir. Buna gore,
(a) Servis hizim,
(b) Trafik yogunlugunu,
(c) Bir saatlik zaman dilimi icerisinde, kalkig yapmay1 bekleyen ortalama ugak sayisini,
(d) Bir ucagin kalkig i¢in bekledigi ortalama stireyi (dakika cinsinden),
(e) Bir ugagm kalkig igin sira bekletilmemesi olasiligin,

bulunuz.

Coziim: (a) Sistem, M /M /2/oo modelidir. Herhangi bir ugagin pistten ayrilma stiresi
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ortalama 15+ 5 = 20 dakikadir. Dolayisi ile havaalani saatte 3 ugaga hizmet verebiliyor

yani @ = 3 olarak bulunur.
A5 : L o o
(b)y A=5olup, p=— = 3 hava alani sistemi igin trafik yogunlugur.
1

(c) Oncelikle P, olasihgimi hesaplamaliyiz.

1 1 1
POZ pummy pu—

k-1 P" P~ (5/3)° 1
2n=0 1 Y K= ) (K = 1) W58+ 553

Buradan, kuyrukta olmasi beklenen ucak sayisi,

Pypk+t 1/11)(5/3)3 125

b= K~ = 2— (6/3)° 33

olarak hesaplanir (herhangi bir bir saatlik zaman dilimi igersinde).

L, 3.7879

= (0.7576 x 60 = 45.4545 = 46 dakika olarak bulunur.

(e) Sistemde bulunan ugak sayisinin pist sayisindan az olmasi gerekir, yani n < 2 olmasi

olasiligini hesaplamamiz gerekir.

1 5 8
Poy=Py4+ P =— (1+2) =" =02424
<2=Fo+ 1 11(+3> 33 0
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