2. HAFTA

Cok Degiskenli Normallik Varsayimi Durumunda Temel Bilesenler

Cok degiskenli normallik varsayimi altinda da temel bilegenler elde edilebilir. X ~ N, (x,%)

olsun. Bu durumda x# merkezli (x— ,1_1)' > (x— ;_1)=C2 sabit yogunluk elipsleri eksenleri

+ c\/z. e, dir, burada (4,,e;)’ ler Znin 6zdeger ve birim 6zvektor ¢iftleridir. Elipsoidin 7 inci

ekseni yer alan bir nokta, eksenleri x,x,,..,x, ve orjini wolan koordinat sisteminde
4 P . .
e, =(e;,ey,...,e,) " ye orantili koordinatlara sahip olacaktir. =0 alnirsa,

[
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1 1 1
=—(e, x)*+—(e, X)* +...+4—(e, x)°
A A A, "

!

bi¢ciminde yazilir, burada gll X, €8 X, ., gp' X’ ler x in temel bilesenleri gibi tanimlanabilir.
! ! _ ! 2 1 2 1 2 l 2
n=ex,y,=¢X,..,y,7e, X almrsa ¢ =—(y)) +Z(y2) +"'+ﬂ_(yp) olur ve bu
P

denklem e,e,,...,e,’ nin yonleri boyunca y,,»,,..., v, eksenli koordinat sisteminde bir

P

elipsoiddir. Eger A, en biiyiik 6zdeger ise biiyiik eksen e, boyunca uzanir ve geriye kalan kii¢iik
eksenler e,,...,e, ile tammlanan yonler boyunca uzanirlar. 4 =0 ve p, , =0.750lan iki

degiskenli normal rasgele vektdr i¢in sabit yogunluk elipsi ve temel bilesenler asagidaki sekilde
gosterilmistir. Temel bilesenler sabit yogunluk elipsinin eksenleri ile ¢akisana kadar orijinal

koordinat eksenlerinin bir € acgisiyla dondiiriilmesiyle elde

edilir.




Standartlastirilmis Degiskenlerden Temel Bilesenlerin Elde Edilmesi

X = (X, X,,...X p) rasgele vektoriiniin bilesenlerinin Ol¢li birimleri farkli ise, temel
bilesenlerin 6l¢ii biriminden etkisini arindirmak i¢in degiskenlerin standartlastirilmas: gerekir.

X ' =(X,,X,,...X,) rasgele vektoriiniin bilesenlerinin  standartlastirilmis  vektorii

' X —u
VA :(ZI,ZZ,...,ZP) dir. Burada Zizw; i=1,.,p dir. Matris gosterimiyle

\/ O-ii
Z=V"'(x- 4) dir. Burada V'? diagonal elemanlar1 X, rasgele degiskenlerinin standart

1

sapmalarindan olusan pxp tipinde bir matrisdir. Ayrica
E(2)=0
ve

Cov@)=(r"*)" = (')
=p
= Corr(X)
dir. Buradan X rasgele vektoriinlin korelasyon matrisi, Z rasgele vektdriinlin varyans-
kovaryans matrisine esit oldugundan, temel bilesenler korelasyon matrisi pdan elde
edildiginde, standarlastirilmis degiskenlerden temel bilesenler elde edilmis olur. Ancak X dan

elde edilen (4,,¢;) 6zdeger ve birim 6zvektor ¢iftleri, p dan elde edilenlerle ayni degildir.

Sonuc:

Cov(Z)=p olan Z =(Z,,2,,...,Z,) standartlagtirilmis rasgele degiskenler i¢in i inci temel
bilesen

!

Y

I
I

IN

=/ (V") X-p) 5 i=12..p
dir. Bununla birlikte

Zp: Var(Y,) = Zp: Var(Z,)

=p



veE

Pz, :ek,-\/z- ; Lk=12,..,p
dir. Bu durumda;

(4,€),(4,€,)s(4,,€,) ’ler p nun Szdeger ve 6zvektor giftleridir ve 4 24, >..24 20

dir. Buradan k inc1 temel bilesenin varyansinin toplam varyansa orani

A ; k=12,....p

p

dir. Burada A, lar p 6zdegerleridir.

Ornek 2: (Kovaryans ve Korelasyon matrislerinden elde edilen temel bilesenler) :
X = (X,,X,) rasgele vektoriine iliskin varyans-kovaryans ve korelasyon matrisleri

1 4
4 100

1 04

2= 04 1

ve p =

olarak verilsin. Her iki matris i¢in temel bilesen ve temel bilesenlerin agiklama oranlarini elde
ederek karsilastiriniz.

Coziim 2:
e > matrisii¢in

1-A 4

det
4 100-2

=0

esitliginden 6zdegerler biiyiikten kiigiige sirasiyla A = 100.16 ve A, = 0.84 bulunur. Bu

ozdegerlere karsilik gelen birim 6zvektorler ise sirasiyla

e, =[0.040 0.999]
e, =[0.999 —0.040]

elde edilir. Buradan temel bilesenler:

Y. = 0.040X, + 0.999X,
Y, = 0.999X, — 0.040X,



elde edilir.

Y, ’in toplam degisimi a¢iklama orani : A = 100.16 = 0.9917
A+, 100.16 +0.84

Y, ’in toplam degisimi agiklama orani : A = 0.84 = 0.0013
A+ A 100.16 + 0.84

1 2

e p matrisi i¢in

[ ]

1-XA 04
0.4 1-X

det

esitliginden 6zdegerler biiylikten kiigiige sirasiyla >\1* =1.4 ve )\2* = 0.6 bulunur. Bu

0zdegerlere karsilik gelen birim 6zvektdrler ise sirasiyla
(¢',) =1[0.7071 0.7071]

(¢',) =[0.7071 —0.7071]

Xl_'u’l Xz_'u2

ve /. =
J1 > 100

Y, =0.7071Z, +0.7071 Z,

elde edilir. Z, = olmak tizere temel bilesenler:

Y, =0.7071Z, —0.7071 2,

elde edilir.
., S A 1.4
Y, ’in toplam degisimi agiklama orani : = = 0.70
A+A 14406
A 06

= 0.30

Y."’in toplam degisimi aciklama orani : =
? P SIS AN+ 14406

Sonu¢ 1 : > ve p matrislerinden elde edilen temel bilesenler farklidir.

Sonug 2 : Agiklama oranlarina bakilacak olursa ) matrisinden elde edilen 1. Temel bilesenin
aciklama orani, p matrislerinden elde edilen 1. Temel bilesenin aciklama oranindan yiiksektir.

Standartlastirma yapilmazsa X, degiskeni oldukga etkili olur :

Y =e'| X =0.040X,

Degiskenlerin 6l¢ii birimleri birbirinden ¢ok farkli oldugunda standartlastirma yapilmalidir.



Ornek3: X' = (X, X,, X,) rasgele vektdriiniin varyans- kovaryans matrisi asagida verilmistir:

2 01
>=10 40

1 01
a) Temel bilesenleri elde ediniz.
b) Temel bilegenlerin varyanslarini1 bulunuz.
c) Temel bilegenler arasindaki kovaryanslari bulunuz.
d) Temel bilesenlerin toplam degisimi agiklama oranlarini hesaplayiniz.
e) Temel bilesenler ile rasgele degiskenler arasindaki korelasyon matrisini elde ediniz.
Coziim 3 :
a) Temel bilesenleri elde ediniz.

Temel bilesenlerin bulunabilmesi i¢in 6ncelikle ). varyans- kovaryans matrisinin

0zdeger ve 6zvektorleri elde edilmelidir.

Ozdegerler igin : det(>-—\I) = 0 olacak sekildeki A € R degerlerini bulmaliy1z.

2—A 1
1 1-A

(4-2) =(4=2)(1=(2=A)(1=A))=0

A =4, A\ =2.6182 ve A\, = 0.332 bulunur. (Ozdegerler biiyiikten kii¢iige siralanir :
AZAZN)
Bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektorler : Y-z = Az esitliginden elde edilir.
Ozdegerler ve birim 6zvektorler asagidaki tabloda verilmistir:
A =4 A, = 2.6182 A, = 0.382

e, =[010] e', =[-0.8507 0 —0.5257]  e', =[0.5257 0 — 0.8507]



Buradan temel bilesenler:

Xl
Y =\ X=[010]|X,|= X,
XS
Xl
Y, = ¢, X =[-0.8507 0 —0.5257]| X, | = —0.8507X, — 0.5257X,
X3
Xl
Y, = ¢!, X =[0.5257 0 — 0.8507]| X, | =0.5257X, — 0.8507X,
X,

3

elde edilir. Varyans-kovaryans matrisine bakildiginda, X, rasgele degiskeni diger rasgele

degiskenlerle iliskisiz oldugundan, temel degiskenlerden birinin X, olacag: agiktir.

b)  Temel bilesenlerin varyanslarin bulunuz.
Var(Y,) =Var(X,|=4= )
Var(Y,) = Var (e_'Qg) —¢\,Ye, =2.6182 =)\
Var(Y,) = Var(e, X) = ¢\, Ye, = 0.382 =\,

Ayrica

ZVar() ZVar( ) 7 dur.

¢) Temel bilesenler arasindaki kovaryanslart bulunuz.

Cov(Yi,Y> C’ov( L Xe', X)—e Ye,=0,i=k

2 0 1][-0.8507
Cov(Y,.Y,) = Cou(e_'lg,e_gg)ze_'lzgz[()lo]0 40| o |=o0

1 0 1{[-0.5257



2 0 1] 0.5257
Cov(lfl,yg)zcov(e_'lg,e_'gg):e_'lzgg:[010}o 40/ 0 |=0
1 0 1{|-0.8507

2 0 1|[ 0.5257
Cov(lg,yg):Cov(e_gg,e_'gg):e_gzgg:[—0.85070—0.5257 040/ 0 |=0
1 0 1{|-0.8507

d) Temel bilesenlerin toplam degisimi agiklama oranlarini hesaplayiniz.

e 1. Temel bilesenin toplam varyansa katkisi

Var(Yl) A — % =0.5714

iz::Var(Yi) B AFA A

e 2. Temel bilesenin toplam varyansa katkisi

VarlY, A
5 ) =T 2+A = 2'6;82 = 0.3740
ZVar(Yi) A A, 3
i=1
e 3. Temel bilesenin toplam varyansa katkisi
Var(Y. A
(%) : = 9352 _ 0546

izi;var(yi)_kl-l-)\? + A 7

Burada ilk iki temel bilesenin toplam varyansa katkis1 0.5714 + 0.3740 = 0.9454
(oldukga yiiksek) oldugundan Y, ve Y, bilesenleri ¢ok az bilgi kaybr ile degiskenlerin

yani X , X,, X, ’in yerini alir.

e) Temel bilesenler ile rasgele degiskenler arasindaki korelasyon matrisini elde ediniz.




Ornegin: e', =[e e, e

', €, €, ]=1[010] kullanilarak Y, temel bileseninin orjinal rasgele

degiskenler ile arasindaki korelasyonlar :

11\/X M

= = :O

2
e Wi

@

_ 612\/¥_ —0.8507v2.6182

p = = =—0.97334
v 9y \/5
p B 6’22\/g_ 0N2.6182 0
Y,.X, \/g \/Z
egzx/g —0.5257+/2.6182
Py, x, = = = —0.85063
2443 0_33 \/I
e N, 0.5257+/0.382
Py = = = 0.22975
37771 0_11 \/5
p _ 623\/)\7_ 0v0.382 0
YB'XZ '0_22 \/Z
€.oal A —
by = 33\/73: 0.8507v0.382 _ _0.52578
o 033 \/I
Tiim korelasyonlar hesaplaninca asagidaki tablo elde edilir:
leA,Xk Xl X2 X3
Y, 0 1 0
Y. —0.97334 0 —0.85063

Y. 0.22975 0 —0.52578




